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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erkliren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Lisungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sditzen dar.

510521

Zeichne auf Késtchenpapier ein Quadrat mit 13 Késtchen Kantenldnge.
Férbe dann das zentrale Késtchen (also das Késtchen genau in der Mit-
te) grau. Um dieses zentrale Késtchen ldsst du einen Ring aus weiflen
Kastchen. Dieser Ring wird jetzt wieder von einem Ring aus grauen
Kéastchen umgeben - und so weiter, bis du am Rand des Quadrats ange-
kommen bist. Die Abbildung zeigt ein entsprechend gefirbtes Quadrat
mit 7 Késtchen Kantenlénge.

a) Wie viele Ringe aus weiflen Késtchen gibt es in dem 13 x 13 - Quadrat?
b) Wie viele Késtchen in dem 13 x 13 - Quadrat sind weif§ geférbt, wie viele grau?

c) Wie viele weifle und wie viele schwarze Kéastchen gibt es in einem 19x 19 - Quadrat? (Lose
diese Aufgabe bitte nicht durch eine Zeichnung, sondern durch Denken, und schreibe die
Begriindung auf!)

510522

Ein Olivenbauer sagt: ,,Auf meinem Gut stehen 200 Olivenbdume. Jeder meiner Olivenbdume
tragt im Jahr 36 kg Oliven. Jede Olive wiegt 5 g. Natiirlich hat jede Olive einen Stein, und der
wiegt 2g. Um einen Liter Olivendl zu pressen, brauche ich neunhundert Oliven.“

a) Wie viel wiegen die Oliven, aus denen zwei Liter Olivendl gepresst wird?

b) Wie viele Liter Olivenol kann der Bauer pro Jahr aus der Olivenernte herstellen?

c) Wie viel wiegen alle Steine zusammen, die bei der Pressung iibrig bleiben?
)

d) Ein Liter Ol wiegt 1kg. Der Rest von der Pressung - also das, was weder Stein noch Ol ist
- kann als Tierfutter verwendet werden. Wie viel Tierfutter kann der Bauer verkaufen?

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




510523

Sarah hat zwei Stempeltypen bekommen, einen Stempeltyp, der
einen Kreis ergibt, und einen Stempeltyp, der einen Stern ergibt.
Sie iiberlegt sich, ob sie mit diesen beiden Stempeltypen und vier
Stempelkissen mit den Farben Rot, Griin, Orange und Blau jede
Seite ihres Tagebuchs unterschiedlich ,,nummerieren“ kann; das Tagebuch hat einhundert Sei-

ten.

a)

Ihre erste Idee ist, einfach zwei Stempel unten auf jede Seite so zu setzen, dass sich jede
Seite von jeder anderen unterscheidet - sei es durch mindestens eine Farbe der Stempel,
sei es durch den Typ der Stempel, sei es durch die Reihenfolge. (Roter Kreis, dann blauer
Stern ist also eine andere ,Seitennummer* als blauer Stern, dann roter Kreis).

Wie viele Seiten kann sie auf diese Art nummerieren? Reicht dies fiir das Tagebuch?

b) Sarahs Freundin Katrin schlagt eine
andere ,, Nummerierungs-Stempelung*
Vor: + -
,Pass” mal auf, auf jede Seite machst
du unten zwei Doppel-Stempel, also je-
weils einen Stern im Kreis.
Und damit es hiibscher aussieht, soll jeder Kreis eine andere Farbe haben, und jeder
Stern soll sich in der Farbe von seinem Kreis unterscheiden.*
Wie viele Seiten kénnen mit Katrins Vorschlag ,nummeriert® werden?
510524
Ein Quadrat ist durch zwei zu den Kanten parallele Strecken so 2

geteilt, dass sich vier Felder ergeben. Die beiden Felder links oben
und rechts unten sind dabei wiederum Quadrate, wobei das Quadrat
links oben in das Quadrat rechts unten hineinpasst (siche Abbildung;
diese Abbildung ist nicht mafstéblich!).

Das Feld rechts oben hat den Flécheninhalt von 24 Einheitsquadra-

ten und ganzzahlige Kantenldngen.

Bestimme alle Moglichkeiten fiir die anderen drei Flicheninhalte.
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erkliren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Lésungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sditzen dar.

510621

Anton zerschneidet ein A4-Blatt in vier Teile. Das soll die erste Zerlegung sein. Er nimmt dann
eines der Stiicke und zerschneidet es wieder in vier Teile. Das liefert die Zerlegung Nummer 2.

a) Das macht er sechsmal so. Wie viele Schnipsel hat Anton nach der Zerlegung Nummer
67 Bezeichne diese Anzahl mit A(6).

b) Gib eine Formel an, wie man die Anzahl A(n) der Schnipsel nach der n-ten Zerlegung
aus der Nummer n ermitteln kann, und begriinde sie.

c) Jetzt dndert Anton seine Schneidearbeit:
In der ersten Zerlegung zerschneidet er ein neues A4-Blatt in fiinf Teile.
In der zweiten Zerlegung wahlt er zwei Stiicke aus und zerschneidet beide in jeweils fiinf
Teile.
In der dritten Zerlegung wéhlt er drei Stiicke aus und zerschneidet alle drei in jeweils
fiinf Teile - usw.
Wie viele Schnipsel sind bei dieser Zerschneidungsweise nach der Zerlegung Nummer 7
vorhanden?

510622

Onkel Otto und Tante Lore sind beide begeisterte Wanderer; allerdings 1auft Tante Lore viel
schneller. Sie wandert mit 6 Kilometern pro Stunde, ohne auler Atem zu kommen. Onkel Otto
hingegen schafft nur 4 Kilometer pro Stunde.

Am Sonntag befinden sie sich getrennt voneinander in zwei Dorfern, zwischen denen 12 Kilo-
meter liegen; Onkel Otto ist in Westerloh, Tante Lore in Osterloh.

a) Onkel Otto schligt zundchst vor: ,Weiit du, genau auf der halben Strecke gibt es ein
nettes Lokal. Lass’ es uns so machen, dass wir da gleichzeitig eintreffen, dann kannst du
noch ein wenig spéter losgehen als ich.*

Wann miisste Tante Lore losgehen, wenn Onkel Otto um 14 Uhr aufbricht?

b) Tante Lore sagt: ,, Gut, machen wir so.*
Onkel Otto denkt sich: ,,Ich nehme mein Fahrrad, damit fahre ich ganz gemiitlich mit
10 Kilometern pro Stunde. Und damit Tante Lore das nicht merkt, stelle ich das Rad
einen Kilometer vor dem Lokal ab und laufe den Rest.
Wann muss er losradeln?



c)

Onkel Otto sitzt auf dem Fahrrad und hat Zeit zum Nachdenken. Er iiberlegt: ,, Wenn
wir beide zu Fufl um 15 Uhr gestartet wéren - wann und wo auf der Strecke zwischen
Westerloh und Osterloh wiirden wir uns treffen?*

Ermittle die Antworten auf die beiden Fragen von Onkel Otto.

510623

In der Arbeitsgemeinschaft Mathematik soll mit Dominosteinen gearbeitet werden. Die Kinder
fertigen die Spiele, die aus 28 Steinen bestehen, im Technik-Unterricht an. Ein Dominostein
soll 6 cm lang, 3 cm breit und 1 cm hoch sein.

a)

Auch eine Schachtel soll angefertigt werden. Sie soll die Form eines Quaders haben.
Welche MaBe (Lange x Breite x Hohe) kann die Schachtel haben, wenn mindestens 2
Schichten der Steine iibereinanderliegen sollen? Gib 3 verschiedene Moglichkeiten an,
die fiir die Schachtel praktisch sind und sie jeweils ganz ausfiillen.

In der Arbeitsgemeinschaft legen die Kinder aus allen 28 Dominosteinen Rechtecke,
wobei die Steine wie iiblich auf einer der 3 x 6 - Seitenflachen liegen sollen.
Welche Mafle (Lénge x Breite) konnen die Rechtecke haben? Ermittle alle Moglichkeiten.

Aus 10 der Steine sollen jetzt ,hohle“ Rechtecke gelegt werden.
Der Rand soll 3 cm dick sein. Das Bild zeigt so ein Rechteck aus
6 Steinen.

Gib vier verschiedene Anordnungen fiir 10 Steine an. Dabei werden zwei Anordnun-
gen als verschieden angesehen, wenn die leeren Innenflichen nicht deckungsgleich
sind.

Zeichne in deiner Skizze einen Stein 1cmx0,5cm grofi.

510624

Die vier Freundinnen Celina, Martina, Vanessa und Sarah sind sehr tierlieb und betreuen in
den Ferien die Haustiere der Nachbarn. Bei den Tieren handelt es ich um ein Hamster, einen
Vogel, einen Hund und eine Katze, und sie heiflen - in irgendeiner Reihenfolge - Benny, Felix,

Max

und Mister X.

(1) Sarah bringt ihrer Freundin Futter fiir den Hamster mit und erzihlt von ihrem Besuch
bei Benny.

(2) Celina, die keine Katzen mag, besucht die Freundin, die den Hamster betreut. Beide
tauschen Neuigkeiten aus, und Celina erzahlt, dass Mister X in seinem Pflegequartier
eine Lampe zerbrochen hat.

(3) Vanessa hétte gern den Hamster oder Felix betreut, erzihlt sie der Freundin, bei
der gerade der Hund wohnt. Nun muss sie eine neue Lampe kaufen, weil sie nicht
aufgepasst hat.

(4) Martina ist mit ihrem Tier namens Max sehr zufrieden, umso mehr, als Sarah ihr
erzahlt, dass sie vor kurzem ihren Vogel einfangen musste.

Welche Freundin betreut welches Haustier, und wie heiflen die Tiere?
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erkliren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Lisungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sditzen dar.

510721

Annika liebt Zahlenspielereien und wohnt in der Eulerstrale 56. Als sie in der Adressenliste
ihrer Klasse die Hausnummern ihrer Mitschiiler mit der eigenen vergleicht, fallen ihr besondere
Zusammenhénge auf:

(1) Die Summe der Hausnummern ihrer vier liebsten Klassenkameraden Priska, Betty,
Sarah und Holger ergibt ihre eigene Hausnummer.

(2) Die Hausnummer von Betty ist doppelt so groB wie die Hausnummer von Priska.
(3) Sarah hat eine Hausnummer, die doppelt so grof§ wie Bettys Hausnummer ist.

(4) Holger wohnt in einem Haus mit einer Hausnummer, die genau halb so grofl wie Bettys
Hausnummer ist.

a) Ermittle die Hausnummern der vier besten Freunde von Annika.

b) Weise zusétzlich durch eine Probe nach, dass die in Teilaufgabe a) ermittelten Haus-
nummern tatsdchlich die im Aufgabentext gestellten Bedingungen erfiillen, d. h. fiihre
eine Probe am Text durch.

Bemerkung: Die hier geforderte Probe ist als Existenzbeweis logisch nicht erforderlich.

510722

Gegeben sind zwei Strecken mit den Streckenldngen ¢ = 13cm und b = 7cm. Aus diesen
beiden Strecken sollen unter Hinzunahme einer dritten Strecke Dreiecke gezeichnet werden.
Alle Groflen werden in Zentimeter angegeben.

a) Ermittle alle moglichen Léngen der dritten Strecke, wenn aulerdem gefordert wird, dass
die Mafizahl p der Lange dieser Strecke eine Primzahl ist.

b) Ermittle alle moglichen Léngen der dritten Strecke, wenn auerdem gefordert wird, dass
die Mafizahl ¢ der Lange dieser Strecke derart gewéhlt wird, dass die Maflzahl u des
Umfangs des Dreiecks eine Primzahl ist.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




510723

Die sechs Spielfreunde Albert, Bruno, Clemens, David, Erik und Franz wollen in zwei Dreier-
gruppen gegeneinander spielen. Sie duflern folgende Forderungen fiir die Aufteilung:

(1) Albert: ,,Ich mochte weder mit David noch mit Franz spielen. ¢

(2) Bruno: ,,Wenn Erik und Clemens oder Erik und Franz zusammen in einer Spielgruppe
sind, dann mochte ich iiberhaupt nicht spielen.

(3) Clemens: ,,Ich méchte mit Franz spielen.
(4) David: ,,Ich mochte nicht mit Franz spielen. “
(5) Erik: ,,Ich mochte nicht zusammen mit Albert und David spielen. “

a) Ermittle eine Aufteilung der sechs Spielfreunde in zwei Dreiergruppen, welche den For-
derungen (1), (2) und (3) geniigt.

b) Zeige, dass es keine weitere Aufteilung in zwei Dreiergruppen gibt, welche den Forde-
rungen (1), (2) und (3) geniigt.

¢) Untersuche, ob es Aufteilungen in zwei Dreiergruppen gibt, welche den Forderungen (1),
(2), (3) und (4) geniigen.

d) Untersuche, ob es Aufteilungen in zwei Dreiergruppen gibt, welche den Forderungen (1),
(2), (3) und (5) geniigen.

510724

a) Jemand bildet aus zwei positiven ganzen Zahlen die Summe, die Differenz und das Pro-
dukt.

Untersuche, ob es vorkommen kann, dass keines dieser drei Ergebnisse durch 3 teilbar
ist.

b) Jemand bildet aus drei positiven ganzen Zahlen, fiir die a > b > ¢ gilt, die Summe
a + b+ c und die Differenzen a — b, b — ¢, a — c.

Untersuche, ob es vorkommen kann, dass keines dieser vier Ergebnisse durch 3 teilbar
ist.
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erkliren, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Lisungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sditzen dar.

510821

Der Wanderer Wendelin beginnt seine Tageswanderung mit dem ersten Sonnenstrahl um
6:00 Uhr und mochte seinen verschlafenen Vetter Valentin besuchen, der 34 km entfernt wohnt.
Dieser hat just am gleichen Tag dieselbe Idee und begibt sich um 10:00 Uhr auf gleichem Wege
zu Wendelin. Als sich beide um 12:00 Uhr in der Gaststétte ,,Goldener Treff“ begegnen, ist die
Freude grofi. Beim Mittagessen stellen sie fest, dass jeder mit gleichbleibender Geschwindigkeit
lief.

a) Zusitzlich ist bekannt, dass die Lange von Valentins Wanderweg 10 km betragt.

Ermittle die Geschwindigkeiten von Wendelin und Valentin in Kilometer pro Stunde.
Berechne das arithmetische Mittel der Geschwindigkeiten der beiden Wanderer.

b) Zeige, dass man die Wandergeschwindigkeit von Wendelin und von Valentin auch aus
dem arithmetischen Mittel der Wandergeschwindigkeiten von 4,5 km /h eindeutig bestim-
men kann, ohne die Linge von Valentins Wanderweg zu kennen.

Hinweis: Das arithmetische Mittel (auch Durchschnitt) von Werten ist ein Mittelwert, der
als Quotient aus der Summe aller Werte und der Anzahl der Werte definiert ist.

510822

Die 6 Schulfreunde Arno, Bodo, Cuno, Doro, Enno und Fero wollen in einem Kaufthaus die
Rolltreppe zur nichsten Etage benutzen.

a) Ermittle die Anzahl aller Moglichkeiten, die Rolltreppe zu betreten, wenn sie sich nach-
einander jeweils auf eine Stufe stellen.

b) Ermittle die Anzahl der verbleibenden Moglichkeiten fiir Bodo, Cuno, Doro und Enno,
die Rolltreppe zu betreten, wenn Arno als erster und Fero als letzter mit der Rolltreppe
fahren wollen.

c) Ermittle die Anzahl aller Moglichkeiten, die Rolltreppe zu betreten, wenn Arno, Bodo
und Cuno auf drei unmittelbar aufeinander folgenden Stufen stehen wollen, aber nicht
unbedingt in dieser Reihenfolge.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




510823
Die Zahl 63 ist 7-mal so grof§ wie ihre Quersumme, da 63 =7 (6 + 3) gilt.

a) Ermittle alle zweistelligen Zahlen, die 7-mal so grofl sind wie ihre Quersumme.

b) Ermittle alle dreistelligen Zahlen, die 19-mal so gro8 sind wie ihre Quersumme.

510824

a) Von einem Sehnenviereck ABC'D mit dem Umkreismittelpunkt M ist bekannt:

(1) Die Grofe des Innenwinkels BAD betrégt 80°.

(2) Die GroBe des Winkels M AD betriagt 30°.

(3) Die Grofle des Winkels BMC' betragt 70°.
Fertige eine Skizze an und berechne unter diesen Voraussetzungen die Gréfen der In-
nenwinkel CBA, DC'B und ADC.

Hinweis: Es darf ohne Beweis vorausgesetzt werden, dass der Punkt M im Inneren des
Vierecks ABC'D liegt.

b) Die Abbildung A 510824 zeigt vier verschieden grofie Kreise mit den Mittelpunkten A,
B, C'und D, wobei die Kreise einander in den Punkten P, ), R und S beriihren.

Beweise: Es gibt einen Kreis, auf dem diese vier Beriithrungspunkte liegen.

Abbildung A 510824
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auflerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

510921

Fiir zwei rationale Zahlen a und b gelten die vier Ungleichungen

a+b#£0,9, a—b#3,6, a-b#1,6, a:b+#3,9.

Die Zahlen 0,9; 3,6; 1,6 und 3,9 stimmen jedoch (in anderer Reihenfolge) mit je einer der
Zahlen a +b, a — b, a - b und a : b iiberein.

Ermitteln Sie die Zahlen a und b. Weisen Sie nach, dass nur ein Zahlenpaar (a;b) die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiillt.

510922

Eine Anzeigetafel ist mit roten, griinen und blauen Leuchtdioden bestiickt. Das Ubertragungs-
kabel vom Steuerpult zur Tafel liefert in drei getrennten Leitungen fiir jede der drei Farben
die Signale ,,0“ (Licht aus) bzw. ,,1“ (Licht ein). Die Kombination (R, G, B) dieser Farbanteile
liefert 8 Anzeigefarben:

(0,0,1)= blau
(1,0,1)= magenta

(0,1,0)=griin
(1,1,0)=gelb

(0,1,1)=cyan

(0,0,0)= schwarz
(1,1,1)=weif

(1,0,0)= rot

Bei der Herstellung der Ubertragungskabel konnen folgende zwei Fehler auftreten:

Fehler 1: Im Kabel werden genau zwei der drei Farbleitungen vertauscht. (Z.B. kommt ein
gesendetes Griin-Signal am Blau-Anschluss der Tafel an und umgekehrt.)

Fehler 2: Genau zwei der drei Leitungen sind schlecht isoliert und beriihren sich. (Eine Lei-
tung im Zustand ,,1° setzt auch die Nachbarleitung auf ,, 1%, selbst wenn diese eigentlich
das Signal ,,0* iibertragen soll).

Wenn in einem Leitungspaar der Fehler 1 auftritt, dann tritt Fehler 2 hochstens zwischen
genau einer dieser beiden Leitungen und der dritten Leitung auf.

Ein Qualititstest besteht darin, die Signalkombination einer der 8 mdglichen Farben an die
Tafel zu senden und mit der Signalkombination der tatsdchlich ankommenden Farbe zu ver-
gleichen. Mit mehreren solcher Tests will man ermitteln, ob ein Fehler im Kabel ist und um
welche(n) Fehler zwischen welchen Leitungen es sich handelt.



Zum Test eines Kabels sendet man zunéchst die Signalkombination (1,0, 0).

Thre Aufgabe: Weisen Sie nach, dass in jedem Fall ein weiterer Test ausreicht, um alle Fehler
und die betroffenen Leitungen zu ermitteln.

510923

Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (p, z) aus einer Primzahl p und einer positiven ganzen Zahl
z, fiir welche die Beziehung 22 = 25p + 9 gilt.

510924

Es sei ABC' ein Dreieck mit |[AC| < |BC|. Die Winkelhalbierende des Innenwinkels bei C
schneide die Seite AB in einem Punkt P, die AuBenwinkelhalbierende desselben Winkels
schneide die Gerade AB in einem Punkt (). Die Punkte X und Y seien die Fuflpunkte der
Lote von P auf die Geraden AC bzw. BC.

a) Beweisen Sie, dass das Dreieck PC'Q) rechtwinklig ist, und dass |PX| = |PY| gilt.

b) Beweisen Sie, dass das Verhéltnis der Lingen der Strecken AP und BP mit dem Verhiilt-
nis der Flacheninhalte der Dreiecke APC' und BPC {ibereinstimmt.

c) Beweisen Sie, dass |AP|: |PB| = |AC|: |CB gilt.
d) Beweisen Sie, dass |AQ| : |QB| = |AC| : |CB| gilt.

Hinweis: In jeder der vier Teilaufgaben ist die Ausfithrung eines Beweises verlangt. Das blofe
Zitieren eines bekannten Satzes geniigt hier nicht.
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auflerdem wverzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

511021

Eine Anzeigetafel ist mit roten, griinen und blauen Leuchtdioden bestiickt. Das Ubertragungs-
kabel vom Steuerpult zur Tafel liefert in drei getrennten Leitungen fiir jede der drei Farben
die Signale ,,0¢ (Licht aus) bzw ,,1* (Licht ein). Die Kombination (R, G, B) dieser Farbanteile
liefert 8 Anzeigefarben:

(0,0,1)= blau
(1,0,1)= magenta

(0,1,0)=griin
(1,1,0)=gelb

(0,1, 1)=cyan

(0,0,0)= schwarz
(1,1,1)=weif

(1,0,0)= rot

Bei der Herstellung der Ubertragungskabel konnen folgende zwei Fehler auftreten:

Fehler 1: Im Kabel werden genau zwei der drei Farbleitungen vertauscht (z.B. kommt ein
gesendetes Griin-Signal am Blau-Anschluss der Tafel an und umgekehrt).

Fehler 2: Genau zwei der drei Leitungen sind schlecht isoliert und beriihren sich. (Eine Lei-
tung im Zustand ,,1% setzt auch die Nachbarleitung auf ,, 1%, selbst wenn diese eigentlich
das Farbsignal ,,0¢ iibertragen soll).

Wenn in einem Leitungspaar der Fehler 1 auftritt, dann tritt Fehler 2 hochstens zwischen
genau einer dieser beiden Leitungen und der dritten Leitung auf.

Ein Qualitdtstest besteht darin, die Signalkombination einer der 8 mdoglichen Farben an die
Tafel zu senden und mit der Signalkombination der tatsdchlich ankommenden Farbe zu ver-
gleichen. Mit mehreren solcher Tests will man ermitteln, ob ein Fehler im Kabel ist und um
welche(n) Fehler zwischen welchen Leitungen es sich handelt.

Thre Aufgabe: Weisen Sie in jedem Fall nach, dass kein Test allein zur vollstéindigen Fehler-
ermittlung ausreicht.



511022

Fiir zwei positive rationale Zahlen @ und b mit a > 2 werden die Terme a?, a+b, a—b, a-b, a : b
und b? gebildet.

Weisen Sie nach, dass die Summe der sechs Terme stets grofler als 12 ist.

511023

Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (p, z) aus einer Primzahl p und einer positiven ganzen Zahl
z, fiir welche die Beziehung 22 = 25p + 9 gilt.

511024

Es sei ABC ein Dreieck mit |[AC| < |BC|. Die Winkelhalbierende des Innenwinkels bei C
schneide die Seite AB in einem Punkt P, die AuBenwinkelhalbierende desselben Winkels
schneide die Gerade AB in einem Punkt (). Die Parallele zu AC' durch B schneide die Gerade
CP in R.

a) Beweisen Sie, dass das Dreieck PC'Q) rechtwinklig und das Dreieck RBC' gleichschenklig
ist.

b) Beweisen Sie, dass |AP|: |PB| = |AC|: |CB| gilt.

c) Beweisen Sie, dass |AQ| : |BQ| = |AC| : |CB| gilt.

d) Es gelte | ACB| = 90°, |AC| = 3 und |BC| = 4.
Bestimmen Sie das Verhéltnis |QC| : |C'P|!

Hinweis: In jeder der Teilaufgaben a)—c) ist die Ausfithrung eines Beweises verlangt. Das
blofle Zitieren eines bekannten Satzes geniigt hier nicht.
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Hinweis: Der Lisungsweg mit Begrinmdungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auflerdem wverzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

511321

Es sei Q(n) die Quersumme der natiirlichen Zahl n. Man beweise, dass

Q(m+n) < Q(m)+ Q(n)

fiir alle positiven ganzen Zahlen m und n gilt.

511322

Die Salinon genannte Figur wird von vier Halbkreisbogen begrenzt (siche Abbildung A511322).
Die Strecken AC' und DB sind gleich lang.

Der Kreis k beriihrt die Halbkreise iiber AB und CD derart, dass die Verbindungsstrecke der
Beriihrungspunkte ein Durchmesser von k ist, der auf der Strecke AB senkrecht steht.

Man beweise, dass das Salinon und der Kreis k£ flichengleich sind.

Abbildung A 511322

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




511323

Es sei a eine reelle Zahl. Man ermittle in Abhéngigkeit von a alle reellen Zahlen x, die die
Gleichung

2+ a® =2 — za+ d?

erfiillen.

011324

In einem Fechtturnier mit 2" Teilnehmern kdmpft jeder Fechter genau einmal gegen jeden
anderen. Kein Kampf endet unentschieden.

Eine Reporterin mochte nacheinander Einzelinterviews mit n+ 1 Fechtern fithren. Diese sollen
so ausgewéahlt werden, dass jeder interviewte Fechter gegen alle Fechter, die vor ihm interviewt
wurden, gesiegt hat.

a) Man zeige, dass die Reporterin fiir n = 1 und n = 2 eine entsprechende Auswahl von
Fechtern fiir die Interviews treffen kann.

b) Man zeige, dass dies fiir alle positiven ganzen Zahlen n maoglich ist.
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510521 Losung 10 Punkte

Teil a) Es gibt drei Ringe aus weiflen Késtchen.

Teil b) Die drei weiBen Ringe weisen 8, 24 und 40 Késtchen auf, also sind insgesamt
(8 + 24 + 40 =) 72 Késtchen weifl gefarbt. Da das 13 x 13 - Quadrat insgesamt
(13- 13 =) 169 Késtchen enthilt, miissen (169 — 72 =) 97 Késtchen grau gefirbt sein.

Teil ¢) Der erste Ring enthélt 7 Késtchen mehr als das zentrale Késtchen, jeder weitere Ring
enthélt 8 Késtchen mehr als der vorherige, jeder weifle Ring also 16 Késtchen mehr als der
vorherige weile Ring und ebenso jeder graue Ring 16 Késtchen mehr als der vorherige graue
Ring.

Vom 13 x 13 - Quadrat zum 19 x 19 - Quadrat gibt es zwei weile Ringe und einen grauen
Ring mehr, also haben die beiden neuen weiflen Ringe (40 4+ 16 =) 56 Késtchen

bzw. (56416 =) 72 Késtchen, und daher gibt es insgesamt (72+56+72 =) 200 weifie Késtchen.

Das zentrale Késtchen und die vier grauen Ringe weisen 1, 16, 32, 48 und 64 Kéastchen auf, so
dass insgesamt 161 Késtchen grau sind.

Da 19-19 = 361 = 161 4 200 gilt, ist das grofle Quadrat so ausgefiillt.

510522 Losung 10 Punkte

Teil a) Da aus 900 Oliven ein Liter Ol entsteht und da jede Olive 5g wiegt, ben6tigt man
(2-900-5 g =) 9000 g = 9kg Oliven fiir zwei Liter Ol

Teil b)  Alle Biume zusammen tragen (200 - 36 kg =) 7200 kg Oliven. )
Da aus 9 kg Oliven zwei Liter Ol entstehen, ergibt diese Menge an Oliven eine Olmenge von
(7200 : 9-2¢ =) 1600 ¢.

Teil ¢) In einem Kilogramm Oliven befinden sich (1000 : 5 =) 200 Oliven. Da jeder Stein
2 g wiegt, wiegen die Steine in einem Kilogramm Oliven (200 -2 g =) 400g = 0,4 kg. Da die
Gesamternte 7200 kg betragt, enthélt diese Olivenmenge (7200 - 0,4 kg =) 2880 kg an Steinen.

Teil d) Die Gesamternte betrégt nach b) 7200 kg.
Davon sind nach c¢) 2880 kg Steine.

Das Ol wiegt (1600 - 1 kg =) 1600 kg.

Folglich wiegt der Rest, der als Tierfutter verwendet wird,
(7200 kg — 2880 kg — 1600 kg =) 2720 kg.



510523 Losung 10 Punkte

Teil a)  Vier verschiedene Kreise und vier verschiedene Sterne ergeben zusammen acht
Moglichkeiten an jeder der beiden Stellen des Stempelsymbols. Da ansonsten keine Ein-
schrinkungen gegeben sind, kann man auf diese Weise (8 - 8 =) 64 Kombinationen erzielen
und damit 64 Seiten ,nummerieren”, also viel zu wenig fiir die 100 Seiten des Tagebuchs.

Teil b)  Katrins Schema ergibt: Die farbliche Reihenfolge der zwei Kreise ermoglicht
(4 -3 =) 12 Moglichkeiten. Jeder Stern kann noch eine von 3 Farben bekommen, die nicht
der Farbe des Kreises entsprechen; so ergeben sich insgesamt (4-3-3-3 =) 108 Moglichkeiten,
also genug zur ,Nummerierung® fiir das Tagebuch.

510524 Losung 10 Punkte

Die Zahl 24 lasst sich wie folgt zerlegen:
24=1-24=2-12=3-8=4-6.

Dass die Fliacheninhalte der beiden Rechtecke gleich sind, folgt sofort aus der Zerlegung. Ein
Beweis wird hier nicht erwartet: Der Sachverhalt wird als unmittelbar ersichtlich angesehen.

Damit ergeben sich folgende Moglichkeiten fiir die Fliacheninhalte:

Zerlogung Flacheninhalt Flacheninhalt Flacheninhalt
Quadrat links oben | Rechteck links unten | Quadrat rechts unten
1-24 1-1=1 24 24 -24 =576
2-12 2-2=4 24 12-12 =144
3-8 3-3=9 24 8-8 =064
4-6 4-4=16 24 6-6=36




Punktverteilungsvorschlige

Die Punktzahlen fiir die einzelnen Aufgaben sind verbindlich.

Die Einschétzung der Punktzahlen fiir einzelne Teilschritte einer Schiilerlosung (nach dem
MaBstab ,Verwendbarkeit des Teilschrittes in einem zum Ziel fithrenden Losungsweg®) liegt
beim Korrektor; die folgenden Aufteilungen sind moglicherweise dem Vorgehen in einer
Schiilerlosung anzupassen und konnen in diesem Sinne gelegentlich abgeéndert werden.

Aufgabe 510521 Insgesamt: 10 Punkte
Teil @) o 3 Punkte
Tell D) o 3 Punkte
Tl €)oo 4 Punkte
Aufgabe 510522 Insgesamt: 10 Punkte
Teil @) oo 2 Punkte
2 ) 3 Punkte
Teil €) o 2 Punkte
Teil d) oo 3 Punkte
Aufgabe 510523 Insgesamt: 10 Punkte
Teil @) o 5 Punkte
2 ) 5 Punkte
Aufgabe 510524 Insgesamt: 10 Punkte
ZETIEGUIIE .o 4 Punkte
Durchfithrung der Moglichkeiten ......... ... . 6 Punkte
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510621 Losung 10 Punkte

Teil a) Da Anton in jedem der sechs Schneide-Schritte aus einem ausgewihlten Teil vier
macht, hat er nach dem sechsten Schritt (6 -3+ 1 =) 19 Schnipsel.

Hinweis: Auch ein direktes Aufschreiben der Schritte ist denkbar:
A1) =4,A(2) =3+4=T7,AB3)=3+3+4=10,...,

A(6)=3+3+3+3+3+4=19.

Teil b) A(1) ist laut Aufgabenstellung 4: A(1) = 4.

In jedem folgenden Schritt kommen 3 Schnipsel hinzu, also hat man dieses Hinzufiigen im
Schritt n genau (n — 1)-mal gemacht.

Folglich ist
An)=(n—-1)-3+4.
Ebenso gilt:
An)=3-n+1.
Teil ¢) Sei B(n) die Anzahl der Schnipsel nach der n-ten Zerlegung. Man erhélt direkt aus

der Zerschneidungsweise:

B(1) =5,
B(2)=3+5+5=13,

(2)
B(3)=(13—3)+5+5+5 =25,
B(4) = (25 —4) +4-5 =41,
B(5) = (41 —5) +5-5 = 61,
B(6) = (61— 6) +6- 5 = 85,

B(7)=(85—17)+7-5=113.

Es sind also 113 Schnipsel vorhanden.
Allgemein ergibt sich

B(n) = B(n —1) + 4n.



510622 Losung 10 Punkte

Teil a) Onkel Otto braucht fiir die 6 Kilometer zum Lokal 1 Stunde 30 Minuten, Tante
Lore hingegen nur eine Stunde, also 30 Minuten weniger. Folglich miisste sie um 14:30 Uhr
losgehen.

Teil b) Onkel Otto will 5 Kilometer fahren, das macht bei 10km pro Stunde eine Fahrzeit
von einer halben Stunde. Den letzten Kilometer will er gehen, dafiir benttigt er bei seiner
Geschwindigkeit eine Viertelstunde. Insgesamt ist er folglich 45 Minuten unterwegs. Da er

gegeniiber dem reinen Laufen, das ja 90 Minuten dauert, so 45 Minuten spart, braucht er erst
um 14:45 Uhr loszuradeln.

Teil ¢) Zusammengerechnet bewegen sich Onkel Otto und Tante Lore mit (6+4 =) 10 km/h
aufeinander zu. Fiir die 12 Kilometer brauchen sie also (12 km : 10 km/h =) 1,2 Stunden,
d.h. 1 Stunde und 12 Minuten; sie wiirden sich also um 16:12 Uhr treffen.

Tante Lore ist ja mit 6 km/h gelaufen, also hat sie in der Laufzeit (6 km/h-1,2h =) 7,2
km zuriickgelegt; sie treffen sich daher (12 km — 7,2 km =) 4,8 km vom Ausgangspunkt von
Onkel Otto.

510623 Losung 10 Punkte

Teil a) Im Folgenden werden drei Moglichkeiten beschrieben, in denen die Schachteln jeweils
unterschiedliche Mafie haben (das Schachtelvolumen muss stets (28-18 =) 504 cm?® betragen):

4 Schichten zu je 7 Steinen, die flach nebeneinander liegen:
Die Schachtel muss dann (7 -3 cm =) 21cm lang, 6cm breit und

(4-1 cm =) 4cm hoch sein.

2 Schichten zu je 14 Steinen, die hochkant (auf der langen Seite der Dominosteine) nebenein-
ander stehen:
Die Schachtel muss dann (14 -1 cm =) 14 cm lang, 6 cm breit und (2-3 cm =) 6 cm hoch sein.

4 Schichten zu je 7 Steinen, die hochkant (auf der langen Seite) nebeneinander stehen:
Die Schachtel muss dann (7-1 cm =) 7cm lang, 6 cm breit und (4 -3 cm =) 12 cm hoch sein.

Teil Db) Da nur die Mafle gesucht sind, ist es egal, wie herum die Dominosteine in
den Rechtecken liegen. Die obere Flidche eines Dominosteins hat einen Fldcheninhalt von
(3 cm-6 cm =) 18 cm?, und alle Dominosteine nehmen eine Fliche von (28-18 cm? =) 504 cm?
ein. Wegen der Kantenlédngen der Dominosteine (3 cm und 6 cm) miissen die Seitenlédngen des
zu legenden Rechtecks Vielfache von 3 sein.

Die kleinste Seitenldnge fiir ein gesuchtes Rechteck ist 3cm. Dann muss die andere Seite
(504 cm? : 3cm =) 168 cm lang sein und die Steine liegen wie folgt:

Die néchste mogliche Seitenldnge fiir ein Rechteck sind 6 cm. Daraus ergeben sich fiir die
zweite Seite (504 cm? : 6 cm =) 84 cm und die Steine kénnen wie folgt liegen (auch eine
andere Anordnung ist moglich):

Fiir die nichste mogliche Seitenlénge von 9 cm ergeben sich zwar fiir die zweite Seitenldnge
(504 cm? : 9 cm =) 56 cm, aber diese Liinge kann nicht mit den Dominosteinen gelegt werden,
weil 56 nicht durch 3 teilbar ist.



Erst fiir 12cm Seitenldnge findet man eine passende zweite Seitenldnge, die gelegt werden
kann, und das sind (504 cm? : 12 cm =) 42 cm. Das ist ein Vielfaches von 6 cm, und die Steine
kénnen wie folgt liegen:

Da 504 nicht durch 15 teilbar ist, kann 15 cm keine Seitenlénge fiir das Rechteck sein.

Fiir 18 cm Seitenlinge ergibt sich als zweite Seitenlinge fiir das Rechteck (504 cm? : 18 cm =)
28 cm, aber 28 ist nicht durch 3 teilbar und kann nicht Seitenlénge des gesuchten Rechtecks
sein.

Ein weiteres Rechteck ergibt sich fiir die Seitenlingen 21cm und
(504 cm? : 21 cm =) 24cm, die beide auch gelegt werden konnen,
wie ein Beispiel zeigt:

Es konnen 4 Rechtecke mit den Seitenléngen

(1) 3cm und 168 cm,

(2) 6cm und 84 cm,

(3) 12cm und 42 cm und
(4) 21 cm und 24 cm

gelegt werden.

Teil ¢) Aus 10 Steinen kann man die folgenden vier ,,hohlen“ Rechtecke legen:

e L]
min



510624 Losung 10 Punkte
Aus den Aussagen (1) bis (4) folgt:

Der Hamster wird nicht von Sarah [siche (1)], nicht von Celina [siehe (2)] und auch nicht von
Vanessa [siehe (3)] betreut; er ist folglich bei Martina untergebracht und heifit Max [siehe (4)].

Die Katze wohnt nicht bei Celina [siche (2)] und auch nicht bei Sarah [siehe (4)]; sie wird
von Vanessa betreut. Da Vanessa eine neue Lampe kaufen muss [siche (3)] und Mister X sie
zerstort hat [siehe (2)], muss die Katze Mister X heien (und ist dann wohl ein Kater).

Sarah betreut den Vogel [siche (4)], der nicht Benny heifilen kann [siche (1)]. Die Namen ,, Max*
und ,,Mister X“ sind auch schon vergeben, so bleibt nur der Name ,, Felix®.

4

Fiir Celina bleibt der Hund mit dem Namen ,,Benny“ iibrig.

Zusammenfassung:

Martina betreut den Hamster Max.

Vanessa betreut den Kater (oder die Katze) Mister X.
Sarah betreut den Vogel Felix.

Celina betreut den Hund Benny.



Punktverteilungsvorschlige

Die Punktzahlen fiir die einzelnen Aufgaben sind verbindlich.

Die Einschétzung der Punktzahlen fiir einzelne Teilschritte einer Schiilerlosung (nach dem
MaBstab ,Verwendbarkeit des Teilschrittes in einem zum Ziel fithrenden Losungsweg®) liegt
beim Korrektor; die folgenden Aufteilungen sind moglicherweise dem Vorgehen in einer
Schiilerlosung anzupassen und konnen in diesem Sinne gelegentlich abgeéndert werden.

Aufgabe 510621

Insgesamt: 10 Punkte

....................................... 3 Punkte
....................................... 3 Punkte

Insgesamt: 10 Punkte

....................................... 2 Punkte
....................................... 3 Punkte
....................................... 5 Punkte

Insgesamt: 10 Punkte

Aufgabe 510624

....................................... 3 Punkte
....................................... 5 Punkte
....................................... 2 Punkte

Insgesamt: 10 Punkte

Losung ...
Begriindung ............ ... ...

....................................... 5 Punkte
....................................... 5 Punkte
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510721 Losung 10 Punkte

Teil a) 1. Mit p, b, s und h seien die Hausnummern der Freunde Priska, Betty, Sarah und
Holger bezeichnet. Dann lautet die Kurzfassung der Angaben:

(1) p+b+s+h =56,

(2) b=2p,
(3) s=2b,
_b
(4) h=3.
Setzt man nun die Gleichungen (2), (3) und (4) in die Gleichung (1) ein, dann erhélt man
b
p+2p+2b+ 5 = 56. (5)
Durch Einsetzen der Gleichung (2) in Gleichung (5) folgt
2
p+2p+2~(2p)+7p:56. (6)
Fasst man Gleichung (6) zusammen, dann erhélt man 8p = 56. Folglich gilt

Aus den Gleichungen (7) und (2) folgt b = 14. Hieraus und mit (3) und (4) erhalt man s = 28
bzw. h = 7.

II. Da es nach Aufgabenstellung mindestens eine Losung gibt, es nach I. nur hochstens eine
Losung gibt, miissen die in I. gefundenen Zahlen p, b, s und h die gesuchten Hausnummern
sein.

Aus I. und II. folgt, dass Priska die Hausnummer 7, Betty die Hausnummer 14, Sarah die
Hausnummer 28 und Holger die Hausnummer 7 hat.

Teil b) Probe: Weil 7+ 14428 +7 = 56 gilt, ist die Summe der Hausnummern der Freunde
gleich der Hausnummer von Annika. Da 7 die Hausnummer Priskas ist und weil 14 = 2.7 gilt,
ist die Hausnummer von Betty das Doppelte der Hausnummer von Priska. Weil 28 = 2-14 gilt,
ist die Hausnummer von Sarah doppelt so grofl wie Bettys Hausnummer. Weil 7 = 14: 2 gilt,
ist Holgers Hausnummer genau die Hélfte von Bettys Hausnummer. Damit ist nachgewiesen,
dass die ermittelten Hausnummern tatséchlich die gegebenen Bedingungen erfiillen.

Hinweis auf eine Losungsvariante zu Teil a): Mit p, b, s und h seien die Hausnummern der
Freunde Priska, Betty, Sarah und Holger bezeichnet. Dann folgt aus der Aussage (2) fiir Bettys
Hausnummer

b= 2p. (8)



Aus der Gleichung (8) und der Aussage (3) folgt fiir Sarahs Hausnummer

s = 4p. 9)
Aus der Gleichung (8) und der Aussage (4) folgt fiir Holgers Hausnummer

h = p. (10)
Dann folgt aus der Aussage (1) sowie den Gleichungen (8), (9) und (10), dass p+2p+4p+p =
56, also 8p = 56 und daher p = 7 gilt.

Hieraus und aus den Gleichungen (8), (9) und (10) folgt dann, dass Priska die Hausnummer
7, Betty die Hausnummer 14, Sarah die Hausnummer 28 und Holger die Hausnummer 7 hat.

Bemerkung: Eine Losung ist auch durch systematisches Probieren moglich. Hierzu ist mit
Hilfe von Gleichung (1) zu zeigen, dass nur endlich viele Fille zu untersuchen sind, dass sich
aus diesen Fiéllen nur eine mogliche Losung ergibt und dass diese tatsédchlich eine Losung ist.

510722 Losung 10 Punkte

Teil a) 1. Wenn drei Strecken mit den Léngen a, b und c¢ die Seiten eines Dreiecks bilden
sollen, dann miissen die folgenden Dreiecksungleichungen erfiillt sein:

a+b>c, a+c>Db, b+ c > a.
Fiir a = 13cm, b = 7cm und ¢ = pcm muss daher gelten
20 > p, 13+p>T7, 7T+p>13.

Da fiir positive ganze Zahlen p stets 13 + p > 7 gilt und die dritte Ungleichung dquivalent zu
p > 13 — 7 ist, kdnnen die drei Ungleichungen zu 6 < p < 20 zusammengefasst werden. Da p
nach Voraussetzung eine Primzahl ist, kann daher nur p € {7,11,13,17,19} gelten.

I1. Wie man sich leicht iiberzeugt, erfiillen diese Zahlen tatséchlich die gestellten Bedingungen.

Aus 1. und II. folgt, dass 7cm, 11cm, 13cm, 17cm und 19cm alle moglichen Léngen der
dritten Strecke sind, welche die gestellten Bedingungen erfiillen.

Teil b) 1. Wenn es eine Strecke mit der Lénge g cm gibt, welche die gestellten Bedingungen
erfiillt, dann muss entsprechend Teil a) nun 6 < ¢ < 20 gelten. Fiir die Mazahl v des Umfanges
gilt 13+ 7+ ¢ = u. Hieraus folgt 20 + ¢ = u und daher v > 20. Da u nach Voraussetzung eine
Primzahl ist, gilt also u € {23,29,31,37,41,...}. Hieraus und aus ¢ = v — 20, 6 < ¢ < 20 folgt
qe{9,11,17}.

II. Wie man sich leicht {iberzeugt, erfiillen die drei Zahlen fiir ¢ alle gestellten Bedingungen.

Aus I. und II. folgt, dass 9cm, 11cm und 17 cm alle moglichen Léngen der dritten Strecke
sind, welche die gestellten Bedingungen erfiillen.

Hinweis: Ein Existenznachweis durch Konstruktion ist auf Grund von Zeichenungenauigkeiten
kein ausreichender Beweis.

510723 Losung 10 Punkte

Teil a) und Teil b) Wir bezeichnen die sechs Spielfreunde der Reihe nach mit A, B, C,
D, E, F und zum Beispiel mit {A, B,C} das Spielertrio Albert, Bruno, Clemens, wobei die
Reihenfolge der Spieler eines Trios nicht relevant ist.

10



[. Angenommen, es gibt eine Mdglichkeit, die zwei Dreiergruppen zu bilden, so miissen nach
den Forderungen (3) und (1) Clemens und Franz in einem Trio sein, dem Albert nicht angehort.
Diesen Forderungen geniigen nur die Trios

(B,C,F}, {C,D,F}, {C E,F).

Da B auf jeden Fall mitspielen soll, widerspricht das Trio {C, E, F'} der Forderung (2).

Zum Trio {B,C, F'} gehort das Trio {A, D, E}. Jedoch ist {A, D, E} wegen Forderung (1)
kein zulédssiges Trio.

Als einzige Moglichkeit, die zwei Dreiergruppen zu bilden, verbleibt die Aufteilung {C, D, F'}
und {A, B, E'}.

II. Wie man sich leicht {iberzeugen kann, erfiillen die zwei Dreiergruppen {C, D, F} und
{A, B, E'} die Forderungen (1) bis (3).

Aus I. und II. folgt, dass die Aufteilung {C, D, F'} und {A, B, E'} die einzige Moglichkeit ist,
unter den gestellten Forderungen die sechs Spielfreunde in zwei Dreiergruppen aufzuteilen.

Teil ¢) Die oben angegebene Aufteilung in zwei Dreiergruppen erfiillt die Forderung (4)
nicht, da David und Franz in einer Gruppe sind. Daher gibt es keine Aufteilung in zwei
Dreiergruppen, welche den Forderungen (1), (2), (3) und (4) gentigt.

Teil d) Die Forderung (5) ist erfiillt, wenn Forderung (1) erfiillt ist. Folglich ist die formale
Aussage in (5) eine logische Folgerung aus der Forderung (1). Da die Forderung (1) von der
angegebenen Aufteilung erfiillt wird, trifft dies auch fiir die Forderung (5) zu.

Hinweis auf eine Losungsvariante: Diese Aufgabe kann auch durch systematisches Erfassen
aller Faille gelost werden. Dazu miissen alle 10 Paare von Spieltrios notiert werden und es
muss jeweils iiberpriift werden, ob alle sich durch die gegebenen Forderungen ergebenden
Bedingungen erfiillt sind. Dabei geniigt zum Aussondern einer Aufteilung in Spielertrios die
Angabe einer nicht erfiillten Bedingung fiir eines der Trios.

Bemerkung: Dieses Beispiel zeigt, dass bei derartigen Aufgaben aufler einem Finzigkeitsnach-
weis (Herleitung) auch ein Ezistenznachweis (Probe) erforderlich ist, weil man nur auf diese
Weise erkennen kann, ob eine fiir die Herleitung nicht benétigte Bedingung von der angege-
benen Losung auch tatséchlich erfiillt wird.

510724 Losung 10 Punkte

Teil a) Es werden folgende drei Falle unterschieden:

Fall 1: Beide Zahlen lassen bei Division durch 3 denselben Rest. Dann lasst die Differenz der
beiden Zahlen bei Division durch 3 immer den Rest 0, d. h. die Differenz ist durch 3 teilbar.

Fall 2:  Eine Zahl lasst bei Division durch 3 den Rest 0, die andere Zahl ldsst den Rest 1
oder 2. Dann lédsst das Produkt dieser beiden Zahlen bei Division durch 3 den Rest 0, d.h.
das Produkt ist durch 3 teilbar.

Fall 3:  Eine Zahl ldsst bei Division durch 3 den Rest 1, die andere lasst den Rest 2. Dann
lasst die Summe der beiden Zahlen bei Division durch 3 den Rest 0, d. h. die Summe ist durch
3 teilbar.
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In jedem der moglichen Félle befindet sich unter Differenz, Summe und Produkt der beiden
positiven ganzen Zahlen jeweils ein Ergebnis, welches durch 3 teilbar ist.

Da die Fallunterscheidung vollstandig ist, kann es folglich nicht vorkommen, dass keines der
drei Ergebnisse durch 3 teilbar ist.

Teil b) Es gibt folgende zwei Félle zu unterscheiden:

Fall 1:  Wenigstens zwei Zahlen lassen bei Division durch 3 denselben Rest. Dann lasst die
Differenz zweier solcher Zahlen bei Division durch 3 den Rest 0, d. h. diese Differenz ist durch
3 teilbar. Da (bis auf das Vorzeichen) jede Differenz vertreten ist, ist in diesem Fall mindestens
eine der Differenzen a — b, b — ¢ oder a — ¢ durch 3 teilbar.

Fall 2: Es treten alle Reste auf. Dann ldsst die Summe der drei Zahlen bei Division durch 3
den Rest 0, d.h. die Summe ist durch 3 teilbar.

In jedem der moglichen Fille befindet sich unter den Differenzen oder der Summe jeweils ein
Ergebnis, welches durch 3 teilbar ist.

Da die Fallunterscheidung vollsténdig ist, kann es folglich nicht vorkommen, dass keines dieser
vier Ergebnisse durch 3 teilbar ist.

Lésungsvariante zu Teil a): Fir zwei positive ganze Zahlen a, b gilt bei Division mit Rest
durch eine positive ganze Zahl m, dass der nichtnegative Rest der Summe, der Differenz oder
des Produkts dieser Zahlen stets gleich dem nichtnegativen Rest der Summe, der Differenz
bzw. des Produkts der Reste beziiglich m ist.

Da es beziiglich der Division durch 3 fiir a und b jeweils die Reste 0, 1 und 2 gibt, gibt es
genau 9 paarweise verschiedene Verteilungen der Reste auf diese beiden Zahlen a und b. Diese
9 Fille sind in der folgenden Tabelle festgehalten. Entsprechend der jeweiligen Reste von a
und b wurden in der dritten, vierten bzw. fiinften Zeile die nichtnegativen Reste der Reste von
a+0b,a—0bbzw. a-b eingetragen:

a Oj(o0ojo0(1(1}11(2]2)|2
b O[(1|12(0(1}2]0]1|2
a+b||0O|1]{2]1]2(0]2]0|1
a—bjl0|2]1(1]02]2]1]0
a-b||0]010|0O|1]20]2]1

Da in jeder Spalte unter den Resten der Summe, der Differenz oder des Produktes mindestens
einmal der Rest 0 auftritt, kann es folglich nicht vorkommen, dass weder die Summe, noch die
Differenz noch das Produkt durch 3 teilbar ist.

Hinweis: Der nichtnegative Rest einer Zahl bei Division durch eine positive ganze Zahl m ist
stets eine nichtnegative Zahl kleiner als m. Die Summe bzw. das Produkt von nichtnegativen
Zahlen kleiner als m kann aber grofler als m sein. Die Differenz zweier nichtnegativer Zahlen
kleiner als m kann negativ sein. Daher miissen im Allgemeinen von der Summe, der Differenz
bzw. des Produkts der Reste erneut der nichtnegative Rest bei Division durch m gebildet
werden. Wird mit absolut kleinstem Rest gearbeitet, ist ein Hinweis, dass der negative Rest
—1 dem positiven Rest 2 und der Rest —2 dem Rest 1 entspricht, sinnvoll. Darauf ist bei
derartigen Schiilerlosungen zu achten. Die wiederholte Restebildung ist vermeidbar, wenn mit
Restklassen modulo m oder mit Kongruenz modulo m gearbeitet wird.
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Wiéhrend eine Losung mit systematischem Probieren in Teil a) noch sinnvoll scheint, ist sie
in Teil b) eher unzweckméifig, da dort 27 Falle zu untersuchen wéren und dabei leicht die
Systematik und Ubersichtlichkeit verloren gehen konnen.
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Punktverteilungsvorschlige

Die Punktzahlen fiir die einzelnen Aufgaben sind verbindlich.

Die Einschétzung der Punktzahlen fiir einzelne Teilschritte einer Schiilerlosung (nach dem
MaBstab ,Verwendbarkeit des Teilschrittes in einem zum Ziel fithrenden Losungsweg®) liegt
beim Korrektor; die folgenden Aufteilungen sind moglicherweise dem Vorgehen in einer
Schiilerlosung anzupassen und konnen in diesem Sinne gelegentlich abgeéndert werden.

Aufgabe 510721 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) Richtiges Ergebnis ... ... 4 Punkte
Vollstédndige und korrekte Herleitung ........... ... ... . oot 4 Punkte
Teil b) Probe ... 2 Punkte
Aufgabe 510722 Insgesamt: 10 Punkte
Teil @) o 5 Punkte
2 ) 5 Punkte
Aufgabe 510723 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) Ergebnis ... ... o 2 Punkte
Herleitung bzw. Probe ... ... . 3 Punkte
el D) 2 Punkte
Teil €)oo 1 Punkt
Tl d) .o 2 Punkte
Aufgabe 510724 Insgesamt: 10 Punkte
Teil @) o 6 Punkte
Teil D) 4 Punkte
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510821 Losung 10 Punkte

Wir bezeichnen mit vy, die Geschwindigkeit von Wendelin, mit sy, die Wegstrecke von Wen-
delin und mit ty, die Wanderzeit von Wendelin. Analog bezeichne vy, sy und t, die Grofien
fiir Valentin und mit s sei die Gesamtldnge des Weges bezeichnet.

Nach Aufgabenstellung gilt
s = 34km. (1)

Aus der Startzeit 6:00 Uhr von Wendelin, der Startzeit 10:00 Uhr von Valentin und der Treffzeit
12:00 Uhr folgen

ty = 2h. (3)

Teil a) Nach Aufgabenstellung gilt hier zusétzlich
sy = 10 km. (4)

Da sich Valentin mit gleichbleibender Geschwindigkeit bewegte, gilt vy = i—“: Mit den Glei-
chungen (3) und (4) folgt

vy = 1080 — 5jan /b,

Da sich Wendelin und Valentin auf dem gleichen Weg entgegenliefen, gilt die Gleichung s =
sw+sy. Hieraus und aus den Gleichungen (1) und (4) folgt die Gleichung 34 km = sy, 410 km,
also

sw = 24 km. (5)
Da sich Wendelin mit gleichbleibender Geschwindigkeit bewegte, gilt vy, = i—v‘”“: Mit den Glei-
chungen (1) und (5) folgt

v = 2%% = 4km/h.

Fiir das arithmetische Mittel der beiden Wandergeschwindigkeiten gilt

vw +ovy  4km/h +5km/h
2 2

=4,5km/h.

Folglich wanderte Wendelin mit einer Geschwindigkeit von 4 Kilometer pro Stunde, Valentin
mit einer Geschwindigkeit von 5 Kilometer pro Stunde und das arithmetische Mittel der beiden
Wandergeschwindigkeiten betragt 4,5 km/h.
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Teil b) Da sich Wendelin und Valentin auf dem gleichen Weg mit jeweils gleichbleibender
Geschwindigkeit entgegenliefen, gilt

s = vy -ty + vy - ty. (6)
Weiterhin gilt laut Aufgabenstellung

WL — 4.5 km /b, (7)

Aus Gleichung (7) erhélt man durch dquivalentes Umformen

vy = 9km/h — vy (8)
Setzt man die Gleichungen (8), (1), (2) und (3) in Gleichung (6) ein, erhélt man

34km = vy - 6h+ (9km/h — vy ) - 2h.

Aquivalentes Umformen liefert 34km = vy - 4h 4+ 18km. Diese Gleichung lisst sich zu
16 km = vy - 4 h vereinfachen. Daraus folgt nun

vy = 4km/h. (9)
Setzt man Gleichung (9) in Gleichung (8) ein, erhélt man vy = 5km/h.

Folglich lasst sich die Geschwindigkeit von Wendelin und von Valentin mit 4 Kilometer pro
Stunde bzw. 5 Kilometer pro Stunde eindeutig bestimmen.

Lésungsvariante fir Teil a): Nach Aufgabenstellung war Valentin 2 Stunden unterwegs und
legte in dieser Zeit 10 km zuriick. Da er sich mit gleichbleibender Geschwindigkeit fortbewegte,
ging er folglich mit einer Geschwindigkeit von 5km/h.

Nach Aufgabenstellung war Wendelin 6 Stunden unterwegs. Da der Gesamtweg nach Aufga-
benstellung 34 km lang ist und Valentin davon 10km zuriicklegte, musste Wendelin bis zu
ihrem gemeinsamen Treffpunkt 24 km wandern. Da er sich mit gleichbleibender Geschwindig-
keit fortbewegte, ging er folglich mit einer Geschwindigkeit von 4 km /h.

Bemerkung: Diese Losung scheint einfacher zu sein, da sie ohne Variablen auskommt. Da
die Durchschnittsgeschwindigkeit der beiden Wanderer mit derjenigen in Teilaufgabe b) iiber-
einstimmt, scheinen die beiden Teilaufgaben einander nicht zu widersprechen. Zu zeigen ist
dann noch, dass die angegebene Durchschnittsgeschwindigkeit nicht auch durch andere Wan-
dergeschwindigkeiten erreicht werden kann. Dies erhélt man, indem man eine zu Gleichung (7)
analoge Gleichung umformt, um die Wanderwegstrecke von Wendelin zu erhalten. Spétestens
an dieser Stelle sind &hnlich viele Variablen einzufiihren.
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510822 Losung 10 Punkte

Teil a) Da es 6 Freunde sind, gibt es 6 Moglichkeiten, die erste Stufe zu betreten; fiir die
zweite Stufe verbleiben noch 5 Moglichkeiten. Entsprechend fortfahrend, gibt es fiir die letzte
Stufe nur noch eine Moglichkeit. Folglich gibt es

(6-5-4-3-2-1=)720

Moéglichkeiten, die Rolltreppe zu betreten, wenn die Freunde sich nacheinander auf jeweils eine
Stufe stellen.

Teil b) Da bereits zwei Positionen auf der Rolltreppe besetzt sind, verbleiben noch vier freie
Treppenstufen. Fiir die erste freie Treppenstufe gibt es nun 4, fiir die zweite 3 fiir die dritte 2
und fiir die vierte genau eine Moglichkeit, sie zu betreten. Folglich gibt es

(4-3-2-1=)24
Moglichkeiten fiir Bodo, Cuno, Doro und Enno, die Rolltreppe zu betreten, wenn Arno als
erster und Fero als letzter mit der Rolltreppe fahren wollen.
Teil ¢)  Arno, Bodo und Cuno wollen auf drei unmittelbar aufeinander folgenden Stufen
stehen. Fiir diese Reihenfolge gibt es (3-2 -1 =) 6 Moglichkeiten.

Wir fassen diese drei Freunde zu einer Gruppe zusammen. Fiir die Position der anderen drei
Freunde gibt es vier Moglichkeiten: Keiner ist vor der Gruppe, alle sind dahinter oder einer
ist vor der Gruppe, zwei sind dahinter oder zwei sind vor der Gruppe, einer ist dahinter oder
alle sind vor der Gruppe, keiner ist dahinter. Fiir die Reihenfolge der anderen Freunde gibt es
wieder jeweils (3-2-1 =) 6 Moglichkeiten.

Folglich gibt es (6 -4 - 6 =) 144 Moglichkeiten, die Rolltreppe zu betreten, wenn Arno, Bodo
und Cuno auf jeweils einer Stufe unmittelbar hintereinander stehen wollen.

510823 Losung 10 Punkte

Teil a) Mit QS(z) bezeichnen wir die Quersumme einer positiven ganzen Zahl z.

[. Angenommen, es gibt eine zweistellige Zahl z = 10a + b mit z = 7 - QS(z). Dann gelten die
Beziehungen

a,b€{0,1,...,9}, a#0 (1)
und

10a +b="7(a+b). (2)
Nach Auflosen der Klammer und dquivalentem Umformen erhélt man die Gleichung 3a = 6b
und daraus

b=3. (3)

Wegen der Gleichungen (1) und (3) muss a gerade sein. Fiir a kommen daher nur noch die
Zahlen 2, 4, 6 und 8 infrage. Fiir diese Zahlen a bestimmen wir der Reihe nach b aus Gleichung
(3) und berechnen z = 10a + b:
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Folglich kann z nur eine der folgenden Zahlen sein:

21, 42, 63, 84. (4)

I1. Die in (4) aufgefiihrten Zahlen z sind alle zweistellig. Zu tiberpriifen ist noch z = 7-QS(z),
was wir tabellarisch machen, wobei wir w fiir ,,wahr“ und f fiir ,,falsch* notieren:

2 21 | 42 | 63 | 84
QS(2) 3 6 9 | 12
7-QS(2) 21 | 42 | 63 | 84

z2=T7-QS(2) | w w w w

Aus I. und II. folgt, dass die Zahlen 21, 42, 63 und 84 alle zweistelligen Zahlen sind, die 7-mal
so grof3 sind wie ihre Quersumme.

Teil b) Es sei z eine dreistellige Zahl mit z = 19-QS(z). Da z dreistellig ist, gilt 1 < QS(z) <
27. Da 19 - QS(2) eine dreistellige Zahl sein soll, muss sogar 6 < QS(z) < 27 gelten.

Fiir ¢ € {6,7,...,27} bestimmen wir daher nun der Reihe nach z = 19 - ¢, berechnen QS(z),
tiberpriifen, ob QS(z) = ¢ gilt und notieren den entsprechenden Wahrheitswert. Wegen z = 19¢
gilt die geforderte Gleichung z = 19 - QS(2) genau dann, wenn die Gleichung QS(z) = ¢ gilt.
Wir fithren diese Berechnungen und Uberpriifungen tabellarisch durch:

q 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
z 114 | 133 | 152 | 171 | 190 | 209 | 228 | 247 | 266 | 285 | 304
QS(2) 6 | 7] 8| 9 1011 |12]13]14]15

QS(2) =¢ w w w w w w w w w w f
2=19-QS(z) | w w w w w w w w w w f
q 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

z 323 | 342 | 361 | 380 | 399 | 418 | 437 | 456 | 475 | 494 | 513
QS(z) 8 9 10 11 21 13 14 15 16 17 9
QS(z) =¢ Sl e L
z=19-Q8¢z) | f | f S lw | F LAY

Folglich kann 2z nur eine der folgenden Zahlen sein:
114, 133, 152, 171, 190, 209, 228, 247, 266, 285, 399. (5)

Da die in (5) aufgefithrten Zahlen alle dreistellig sind und, wie in der Tabelle nachgewiesen, 19-
mal so grof} sind wie ihre Quersumme, sind dies folglich alle Zahlen mit diesen Eigenschaften.

Lésungsvariante: Es sei QS(z) die Quersumme einer positiven ganzen Zahl z.

Teil a) 1. Angenommen, es gibt eine zweistellige Zahl z mit z = 7 - QS(z). Dann gibt es
Ziffern a,b € {0,1,2,...,9} mit a # 0 und z = 10a 4+ b und

10a +b="7(a+b). (1)
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Aus Gleichung (1) folgen 3a = 6b und weiter a = 2b. Wegen 1 < a < b kann nur b € {1,2, 3,4}
gelten. Folglich kommen fiir z nur die Zahlen

21, 42, 63, 84 (2)

infrage.

II. Die in (2) angegebenen Zahlen haben die Quersummen
3, 6, 9, 12.

Da die Differenz zwischen zwei aufeinander folgenden Zahlen in (2) gleich 21 (= 3-7) ist, die
Differenz zwischen zwei aufeinander folgenden Quersummen gleich 3 ist, und da 21 = 7-QS(21)
gilt, sind alle Zahlen in (2) tatséchlich 7-mal so grofi wie ihre Quersumme. Offenbar sind es
auch zweistellige Zahlen.

Aus 1. und II. folgt, dass die in (2) angegebenen Zahlen alle zweistelligen Zahlen sind, die
7-mal so grof} sind wie ihre Quersumme.

Teil b) 1. Angenommen, es gibt eine dreistellige Zahl z mit z = 19 - QS(z). Dann gibt es
Ziffern a,b,c € {0,1,2,...,9} mit a # 0 und z = 100a + 10b + ¢ und

100a + 10b + ¢ = 19(a + b+ ¢). (3)
Aus Gleichung (3) folgt 81a — 90 — 18¢ = 0 und daher
9a — b—2c=0. (4)

Aquivalente Umformung von Gleichung (4) ergibt 9a = b+ 2¢. Wegen b < 9 und ¢ < 9 folgt
9a < 27 und daher a < 3, also a € {1,2,3}. Das Auflosen von Gleichung (4) nach c ergibt

_ 9% —b
c=9u=b ()

Fiir a = 3 folgt hieraus ¢ = 277—1) Wegen ¢ < 9 und b < 9 kann nur b = 9 und daher ¢ = 9
gelten, was die Zahl

399 (6)

fiir 2 ergibt.

Fiir a = 2 folgt aus (5), dass ¢ = 187_[’ gilt. Da der Nenner des Bruchs gerade ist, muss dies

auch fiir dessen Zahler zutreffen, woraus b € {0,2,4, 6,8} folgt. Folglich kommen mit a = 2
nur die folgenden Zahlen

200, 228, 247, 266, 285 (7)
fiir z infrage.
Fiir a = 1 folgt analog, dass ¢ = 974; mit b € {1,3,5,7,9} gelten muss. Folglich kommen mit
a = 1 nur die folgenden Zahlen

114, 133, 152, 171, 190 (8)

fiir z infrage.
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II. Es gelten QS(399) =21 und 19-21 = (20 — 1)(20 4 1) = 400 — 1 = 399. Somit erfiillt die
in (6) angegebene Zahl die Forderungen.

Fiir die in (7) angegebenen Zahlen sind

11, 12, 13, 14, 15

Y

die Quersummen. Da 19 - 11 = 209 gilt und die Differenz zwischen zwei aufeinander folgen-
den Zahlen in (7) gleich 19 ist, sind alle Zahlen in (7) tatséachlich 19-mal so groff wie ihre
Quersumme.

Fiir die in (8) angegebenen Zahlen sind
6, 7, 8 9, 10

die Quersummen. Da 19 - 10 = 190 gilt und die Differenz zwischen zwei aufeinander folgen-
den Zahlen in (8) gleich 19 ist, sind alle Zahlen in (8) tatséchlich 19-mal so grof§ wie ihre
Quersumme.

Da auch alle in (6), (7) und (8) angegebenen Zahlen dreistellig sind, erfiillen die in (6), (7)
und (8) angegebenen Zahlen die gegebenen Bedingungen.

Aus I. und II. folgt, dass genau die elf in (6), (7) und (8) angegebenen Zahlen diejenigen
dreistelligen Zahlen sind, welche 19-mal so grof§ wie ihre Quersumme sind.

510824 Losung 10 Punkte

Teil a) Die Kurzformulierung der Angaben lautet:

(0) A, B, C' und D liegen auf einem Kreis mit Mittelpunkt M,
(1) |4 BAD| = 807,
(2) |xMAD| = 30°,
(3) |xBMC| = 70°.

Wegen Bedingung (0) sind AM, BM und C'M Radien desselben Kreises und daher gleich
lang. Folglich sind die Dreiecke ABM und BC'M gleichschenklig. Nach dem Basiswinkelsatz
sind die Innenwinkel dieser Dreiecke bei A und B bzw. B und C' jeweils gleich grofl. Diese
Groflen der Innenwinkel werden mit o bzw. [ bezeichnet, siehe Abbildung L. 510824 a.

Da M im Innern des Vierecks ABC'D liegt, gilt wegen
der Bedingungen (1) und (2)

a = |4 BAD| — |4 MAD| = 80° — 30° = 50°.

Nach dem Innenwinkelsatz fiir das Dreieck BC M und
wegen Bedingung (3) folgt

B = % - (180° — 70°) = 55°.
Da M im Innern des Vierecks ABC'D liegt, folgt
|XCBA| = a+ = 105°. (4)

Nach dem in Stufe 1 erdrterten Satz iiber gegeniiber-
liegende Innenwinkel im Sehnenviereck erhélt man aus

Abbildung 1.510824 a
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Bedingung (1) und Gleichung (4) sofort
|4 DC'B| = 180° — |X BAD| = 180° — 80° = 100°,
1< ADC| = 180° — | C BA| = 180° — 105° = 75°.

Die Innenwinkel CBA, DCB und ADC' haben in dieser Reihenfolge folglich die Gréflen 105°,
100° und 75°.

Teil b) Die Kreise um A und B durch P haben die Gerade AB als Symmetrieachse. Wenn
der Punkt P nicht auf der Geraden AB liegen wiirde, gébe es nach Spiegelung an AB einen
zweiten, von P verschiedenen Beriihrpunkt beider Kreise. Dies stdnde im Widerspruch dazu,
dass sich zwei verschiedene Kreise in hochstens einem Punkt beriihren. Folglich liegt P auf

der Geraden AB. Ahnlich folgt, dass @, R und S auf den Geraden BC, C'D bzw. DA liegen.

Da jedes der Dreiecke APS, BQP, CR(Q und DSR jeweils einen Mittelpunkt eines Kreises
als Eckpunkt hat und die beiden anderen Punkte auf der Peripherie dieses Kreises liegen, sind
die genannten Dreiecke gleichschenklig und haben nach dem Basiswinkelsatz daher jeweils
gleich grofle Winkel bei S und P, P und @, @ und R bzw. R und S. Die Groflen dieser
Basiswinkel in den Dreiecken APS, BQP, CRQ und DSR werden entsprechend mit «, 3, v
bzw. § bezeichnet, siche Abbildung L 510824 b.

Nach dem Innenwinkelsatz im Dreieck sind 180° — 2a,
180° — 23, 180° — 2y und 180° — 20 die Groflen der
Innenwinkel des Vierecks ABCD. Nach dem Innen-
winkelsatz fiir Vierecke gilt daher

4-180° =2 (a+ B+ + ) = 360°.
Hieraus folgt
a+ B +v+0d=180° (1)

Da S auf der Geraden durch A und D und @ auf der
Geraden durch B und C' liegen, gelten die Gleichungen

a+ | PSR|+6=180°, B+ |XRQP|+~ = 180°
und daher

|4 PSR| + |XRQP| =2 -180° — (a+ B+ 7 + ). 2)
Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt

X PSR|+ |< RQP| = 180°.

Abbildung . 510824 b

Hieraus folgt nach der Umkehrung des Satzes {iber gegeniiberliegende Innenwinkel im Sehnen-
viereck, dass das Viereck PQ RS ein Sehnenviereck ist und daher die Beriihrungspunkte P, @),
R und S der vier Kreise auf einem Kreis liegen.
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Punktverteilungsvorschlige

Die Punktzahlen fiir die einzelnen Aufgaben sind verbindlich.

Die Einschétzung der Punktzahlen fiir einzelne Teilschritte einer Schiilerlosung (nach dem
MaBstab ,Verwendbarkeit des Teilschrittes in einem zum Ziel fithrenden Losungsweg®) liegt
beim Korrektor; die folgenden Aufteilungen sind moglicherweise dem Vorgehen in einer
Schiilerlosung anzupassen und konnen in diesem Sinne gelegentlich abgeéndert werden.

Aufgabe 510821 Insgesamt: 10 Punkte
Teil @) o 5 Punkte
Tell D) o 5 Punkte
Aufgabe 510822 Insgesamt: 10 Punkte
Teil &) o 3 Punkte
Tl D) o 3 Punkte
Teil €) o 4 Punkte
Aufgabe 510823 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) Richtiges Ergebnis ... ... 1 Punkt
Vollstédndige und korrekte Herleitung ........... ... ... .ot 2 Punkte
Probe .. 1 Punkt
Teil b) Richtiges Ergebnis ...... ..o i 1 Punkt
Vollstandige und korrekte Herleitung mit Probe ............ ... ... .. ... 5 Punkte

Fiir die Probe in Teil b) sind je nach dem fiir sie noch notigen Aufwand 1 bis 4 Punkte
vorzusehen.

Aufgabe 510824 Insgesamt: 10 Punkte
Teil &) o 4 Punkte
Teil D) o 6 Punkte
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510921 Losung 10 Punkte

Da alle vier Ergebnisse positiv sind, gilt @ —b > 0 und damit a > b. Wegen a4 b > 0 gilt dann
auch a > 0, also muss wegen a-b > 0 auch b > 0 gelten. Aus b > 0 folgt a +b > a — b. Daraus
ergeben sich sechs Moglichkeiten fiir die Belegung von (a + b;a — b).

Die Summe der Terme a + b und a — b ergibt 2 a, damit ldsst sich a (und damit auch b) in
jedem der sechs Fille ermitteln. Wir erhalten folgende Tabelle

a+bla—0b| a b a-b a:b
3,9 | 3,6 |3,75]0,15 | 0,5625 | entfallt
3,9 1,6 | 2,75 | 1,15 | 3,1625 | entfillt
3,9 | 0,9 | 2,4 | 1,5 3,6 1,6
3,6 1,6 | 2,6 1 2,6 entfallt
3,6 | 0,9 |2,25] 1,35 3,0375 | entfillt
1,6 | 0,9 | 1,25 0,35 0,4375 | entfallt

Nur fiir a = 2,4 und b = 1, 5 erhélt man mit dem Produkt 3,6 ein erlaubtes Ergebnis und der
Quotient 1,6 passt auch dazu.

Also ist das Zahlenpaar (a;b) = (2,4;1,5) das einzige, welches die Bedingungen der Aufgabe
erfiillt.

510922 Losung 10 Punkte

Wir betrachten zunéchst den Test mit der gesendeten Signalkombination (R, G, B) = (1,0, 0).
In der folgenden Tabelle sind in der ersten Spalte alle Fehlerkombinationen der Leitungspaare
RG, RB und GB erfasst, wobei 0 fiir Fehlerfreiheit steht, in der zweiten Spalte ist fiir je-
de Fehlerkombination die ankommende Signalkombination (r, g,b) angegeben, in der dritten
wird zur Erleichterung der Ubersicht jeder ankommenden Signalkombination als Bindrzahl ihr
Dezimalwert zugeordnet.
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RG RB GB|r g 0] Fal
0 0 0 |1 0 0 4
0 0 1 11 0 0] 4
0 0 2 |1 0 0| 4
0 1 0O [0 O 1| 1
0 1 2 10 0 1 1
0 2 0 |1 0 1| 5
0 2 1 1 1 0] 6
1 0 0 |0 1 0| 2
1 0 2 10 1 0] 2
1 2 0 |0 1 1 3
2 0 0|1 1 0| 6
2 0 1 1 0 1 5)
2 1 0 |0 1 1 3

Es ist nun zu zeigen, dass in jedem der sechs Félle ein weiterer Test geniigt, um die Fehler-
bestimmung abzuschlieflen. Wir zeigen, dass es sogar (mindestens) einen weiteren Test gibt,
der fiir alle Fille geniigt, ndmlich den Test mit der Signalkombination (R, G, B) = (0,1,0).
Dafiir legen wir eine entsprechend aufgebaute Tabelle fiir diese gesendete Kombination an, in
der die Fille der ersten aufsteigend sortiert sind:

RG RB GB|r g b | Fall aus Test 1
0 1 0 (0 1 0 1
0 1 2 11 1 0 1
1 0 0O (1 0 0 2
1 0 2 11 0 1 2
1 2 0 (1 0 0 3
2 1 0 |0 1 1 3
0 0 0 [0 1 0 4
0 0 1 |0 0 1 4
0 0 2 10 1 1 4
0 2 0 (0 1 0 5
2 0 1 |1 0 1 )
0 2 1 |0 0 1 6
2 0 0O (1 1 0 6

Die Tabelle zeigt, dass im Test 2 fiir keinen der sechs Fiélle von Test 1 bei zwei Fehlerkom-
binationen dieselbe Signalkombination ankommt. In jedem moglichen Fall geniigen also diese
beiden Tests:

Die Eingabe von (1,0, 0) liefert die Fallnummer - erste Tabelle. Gibt man danach (0,1, 0) ein,
kann man an Hand der zweiten Tabelle die betroffenen Leitungen sowie die jeweiligen Fehler
ablesen.
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510923 Losung 10 Punkte

Die Gleichung z* = 25p + 9 ist dquivalent zu 25p = 22 — 9 = (2 + 3) (2 — 3). Der Term 25p
lasst sich auf verschiedene Arten in zwei natiirliche Faktoren zerlegen. Wir suchen aus allen
moglichen Zerlegungen diejenigen heraus, in denen man fiir p eine Primzahl erhélt, wenn sich
die beiden Faktoren um genau 6 (die Differenz zwischen z + 3 und z — 3) unterscheiden:

(z+3) | (z—3) | Bedingung fiir p | p ausgerechnet | p Primzahl
25 P 20—p=26 19 ja
P 25 p—25=06 31 ja
25p 1 220p—1=6 0,28 nein
1 25p 1—-25p=6 —0,2 nein
) op 5—op=2©6 —0,2 nein
op ) OSp—5H=2©6 2,2 nein

Da p eine Primzahl sein soll, sind keine weiteren Zerlegungen von 25p in ein Produkt aus
zwei natiirlichen Zahlen moglich. Die einzigen Losungen ergeben sich fiir p = 2 — 3 = 19 und
p = z + 3 = 31. Die entsprechenden Paare (p, z) sind (19,22) und (31, 28).

510924 Losung 10 Punkte

Teil a) Die Dreiecke PCX und PCY haben die Winkelhalbierende PC als gemeinsame
Seite und stimmen in der Grofle der Innenwinkel bei C' sowie der rechten Winkel iiberein.
Daher sind auch die Innenwinkel bei P gleich gro8. Die beiden Dreiecke sind also nach dem
Kongruenzsatz (wsw) kongruent mit |PX| = |PY|. Die Summe aus Winkel und Nebenwinkel
betragt 180°. Halber Winkel und halber Nebenwinkel ergeben also 90°. Folglich miissen die
Halbierenden von Winkel und zugehorigem Nebenwinkel aufeinander senkrecht stehen, also
gilt | < QCP| = 90°.

Teil b) Die Teildreiecke APC und PBC haben eine gemeinsame von C' ausgehende Hohe. Das
Verhiltnis der Flacheninhalte wird also allein durch das Verhéltnis der zugehdrigen Grundsei-
ten AP und PB bestimmt und stimmt mit diesem {iberein.
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Teil ¢) Das Verhéltnis der Flacheninhalte der Teildreiecke APC und PBC kann auch be-
stimmt werden, indem man die Strecken AC bzw. C'B als Grundseiten und die nach a) gleich
langen Strecken PX bzw. PY als Hohen betrachtet. Analog zu b) erhilt man als Flichenin-
haltsverhéltnis |[AC| : |C'BJ, mit b) also |AC|: |CB| = |AP|: |PB.

Teil d) Es seien X’ und Y’ die FuBpunkte der Lote von @ auf AC bzw. BC. Analog zu
a) zeigt man, dass A QCX' und A QCY’ die Winkelhalbierende QC als gemeinsame Seite
haben und in der Gréfle der Innenwinkel bei @) und C' iibereinstimmen, also kongruent sind
mit [QX'| = |QY']. Da A QAC und A QBC die von C' ausgehende Hohe gemeinsam haben,
folgt daraus

[AC] _ JACT- QX" _ F(QAC) _ |ACQ)

|BC|  |BC|-|QY'|  F(QBC) @B’

wobei F(UVW) den Flicheninhalt von A UVW bezeichnet.
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Punktverteilungsvorschlige

Die Punktzahlen fiir die einzelnen Aufgaben sind verbindlich.

Die Einschétzung der Punktzahlen fiir einzelne Teilschritte einer Schiilerlosung (nach dem
MaBstab ,Verwendbarkeit des Teilschrittes in einem zum Ziel fithrenden Losungsweg®) liegt
beim Korrektor; die folgenden Aufteilungen sind moglicherweise dem Vorgehen in einer
Schiilerlosung anzupassen und konnen in diesem Sinne gelegentlich abgeéndert werden.

Aufgabe 510921 Insgesamt: 10 Punkte
Einschrankung auf 6 Félle ... 4 Punkte
Korrekte Abarbeitung dieser Félle ......... .. 4 Punkte
Folgerung Losung und Eindeutigkeit ......... ... .. . i i 2 Punkte
Aufgabe 510922 Insgesamt: 10 Punkte
Félle nach dem ersten Test ... 5 Punkte
Wahl Ziweittest ... ... 1 Punkt

Nachweis, dass Zweittest geeignet ......... ... i 4 Punkte
Aufgabe 510923 Insgesamt: 10 Punkte
Einschrankung auf etwa 6 Falle ........ .. .. 4 Punkte
Korrekte Diskussion dieser Féalle ........... . 4 Punkte
Brgebmis 2 Punkte
Aufgabe 510924 Insgesamt: 10 Punkte
Teil &) o 2 Punkte
el D) 2 Punkte
TeIl €) oo 3 Punkte
Teil d) oo 3 Punkte
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511021 Losung 10 Punkte

Eine umfangreiche tabellarische Untersuchung fiihrt zum Ziel.
Kiirzer ist aber folgende Uberlegung:

Das Senden von (0,0,0) oder (1,1, 1) liefert keinen Informationsgewinn, da das Signal durch
keinen Fehler verdndert wird. Zu einer erfolgreichen Fehlerermittlung miissen also entweder
eine Eins und zwei Nullen oder zwei Einsen und eine Null gesendet werden.

Nach Aufgabenstellung ist die Anzahl der ankommenden Einsen gleich der Anzahl der gesen-
deten oder um genau eins groéfler.

Fall 1: Es werden eine Eins und zwei Nullen gesendet.

Wenn dann genau eine Eins ankommt, kann keine andere Leitung die Leitung mit Eins
beriihren. Deshalb ist noch offen, ob sich die beiden Leitungen mit Null beriihren oder nicht.

Wenn genau zwei Einsen ankommen, dann beriihrt die Leitung mit Eins eine andere Leitung.
In diesem Fall kann man noch nicht entscheiden, ob die Leitungen mit Null vertauscht sind
oder nicht.

Fall 2: Es werden eine Null und zwei Einsen gesendet.

Wenn dann genau eine Null ankommt, kann keine andere Leitung die Leitung mit Null
beriihren. Deshalb ist noch offen, ob sich die beiden Leitungen mit Eins beriihren oder nicht.

Wenn keine Null ankommt, dann beriihrt eine Leitung mit Eins die Leitung mit Null. In diesem
Fall kann man noch nicht entscheiden, ob die Leitungen mit Eins vertauscht sind oder nicht.

Also kann keiner der Tests allein zur vollstéindigen Fehlerermittlung ausreichen.

511022 Losung 10 Punkte

Aus der Voraussetzung a > 2 sowie der Giiltigkeit der Standardungleichungen b* > 0 und
b+% > 2 fiir alle b > 0 folgt:

a2+(a+b)+(a—b)+a-b+%+62

1
—a <a+2+b+g)+b2>2~(2+2+2)+0212.

Wenn die Ungleichung b + % > 2 nicht bekannt ist, kann sie leicht bewiesen werden:

Fiir alle b > 0 gilt

b+%:\/52+<%)2—2\/5%+2: (@—%)2%22
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oder wurzelfrei:

1
bty =2 SP+1>2b @b -2b+1>0 < (b—1)?>0.

511023 Losung 10 Punkte

Die Gleichung z? = 25p + 9 ist dquivalent zu 25p = 22 — 9 = (2 + 3) (2 — 3). Der Term 25p
lasst sich auf verschiedene Arten in zwei natiirliche Faktoren zerlegen. Wir suchen aus allen
moglichen Zerlegungen diejenigen heraus, in denen man fiir p eine Primzahl erhélt, wenn sich
die beiden Faktoren um genau 6 (die Differenz zwischen z + 3 und z — 3) unterscheiden:

(z+3) | (z—3) | Bedingung fiir p | p ausgerechnet | p Primzahl
25 P 20—p=26 19 ja
P 25 p—20=06 31 ja
25p 1 220p—1=6 0,28 nein
1 25p 1-25p=26 —0,2 nein
) op 5—op=2©6 —0,2 nein
op ) Sp—5=256 2,2 nein

Da p eine Primzahl sein soll, sind keine weiteren Zerlegungen von 25p in ein Produkt aus
zwei natiirlichen Zahlen moglich. Die einzigen Losungen ergeben sich fiir p = 2 — 3 = 19 und
p = z + 3 = 31. Die entsprechenden Paare (p, z) sind (19,22) und (31, 28).

511024 Losung 10 Punkte

Teil a) Da sich die Groflen eines Innenwinkels und eines der zugehorigen Auflenwinkel zu
180° ergénzen, bilden ihre Winkelhalbierenden einen Winkel von 90°. Deshalb ist A PCQ
rechtwinklig bei C'. Da < BRC' und < AC' R Wechselwinkel an den Parallelen AC und BR sind
und CR den Winkel AC'B halbiert, gilt | BRC| = |[<ACR| = |<RCB]|. Also ist ACBR
gleichschenklig mit |RB| = |CB|.

Teil b) 1In der Strahlensatzfigur mit dem Zentrum P und den parallelen Strecken AC und RB
gilt |AP|: |PB| = |AC| : |RB|. Wegen |RB| = |CB| (nach a)) folgt daraus die Behauptung.
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Teil ¢) Da AC und BR parallel sind und QC' die Gerade AC' in C' schneidet, schneidet QC'
auch BR. Sei S der Schnittpunkt von QC' und BR. Dann liegt wegen | PCQ| = 90° der
Punkt C' auf dem Thaleskreis iiber dem Durchmesser RS und B ist dessen Mittelpunkt wegen
B € RS und |RB| = |CB]|. Also folgt auch |CB| = |SB| und aus der Strahlensatzfigur mit
Zentrum @ und den parallelen Strecken AC und BS damit

IAQ| : |QB| = |AC| : |BS| = |AC| : |C'B].

Teil d) Wegen b) und c) gilt mit den Voraussetzungen von d)
|AP|: |PB| =|AQ)|: |BQ|=|AC|:|CB|=3:4.

Daraus folgt |BQ| = 3|AQ| und daher |AB| = $|AQ| und weiter |AP| = 2|AB| = 1|AQ).
Da | ACP| = 45° gilt, ist AC auch Winkelhalbierende von ¢ QCP, also folgt wegen b),
angewandt auf A QPC, dass |QC| : |CP| = |QA| : |AP| =7 gilt.
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Punktverteilungsvorschlige

Die Punktzahlen fiir die einzelnen Aufgaben sind verbindlich.

Die Einschétzung der Punktzahlen fiir einzelne Teilschritte einer Schiilerlosung (nach dem
MaBstab ,Verwendbarkeit des Teilschrittes in einem zum Ziel fithrenden Losungsweg®) liegt
beim Korrektor; die folgenden Aufteilungen sind moglicherweise dem Vorgehen in einer
Schiilerlosung anzupassen und konnen in diesem Sinne gelegentlich abgeéndert werden.

Aufgabe 511021 Insgesamt: 10 Punkte
Geeignete Einschrankung auf die 2 Félle ......... ... .. i L. 2 Punkte
Diskussion Fall 1 ... 4 Punkte
Diskussion Fall 2 ... . 4 Punkte
Aufgabe 511022 Insgesamt: 10 Punkte
Aufstellen und passendes Zurechtklammern der Summe ........................... 5 Punkte
Abschlielende Abschétzung .......... 5 Punkte
Aufgabe 511023 Insgesamt: 10 Punkte
Einschrankung auf etwa 6 Féalle ........ .. .. 4 Punkte
Korrekte Diskussion dieser Félle .......... . 4 Punkte
Brgebmis o 2 Punkte
Aufgabe 511024 Insgesamt: 10 Punkte
Teil @) o 3 Punkte
Teil D) 2 Punkte
Tl €)oo 2 Punkte
Teil d) oo 3 Punkte
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511321 Losung 10 Punkte

Es seien m und n positive ganze Zahlen. Thre Zifferndarstellungen im Dezimalsystem seien

m = aglag—q1 ...0a104g,

n = bk;bk;—l Ce blbo,
wobei erforderlichenfalls die Zahl mit der geringeren Stellenzahl durch fithrende Nullen so
ergénzt wurde, dass beide Dezimaldarstellungen gleich viele Ziffern haben.

Die Zifferndarstellung der Zahl m + n hat dann die Form

m + N = Cx4+1CxCk—1 - - - C1Cg.
Dabei gilt

co = ag + by — 10uyg
und fiir i = 1,..., k stets

¢ = a; + b, +u;—1 — 10u,,

wobei u; € {0,1} der Ubertrag ist, der bei der Addition von m und n an der Dezimalstelle i
entsteht. Aulerdem ist

Ck+1 = Ug-
Es ist nun

Q(m) =a + -+ a1 + ay,
Q(n):bk—l—"'—l—bl—l—bo

und
Qm+n)=cr1+cp+ -+ 1+ co
= ug + (ag + bg + up—1 — 10ug) + - - - + (a1 + by + up — 10uy) + (ap + by — 10uy)
:ak—|—~~—|—a1+ao+bk—|—~-~—|—bl+bo—9(uk+~-+u1+u0)
= QUm) + Q(n) — Iup + -+ + o).
Da die Ubertrége uq, . . . , uj nichtnegativ sind, trifft dies auch auf ihre Summe zu. Daraus folgt

die Behauptung.
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2. Lésung:

Der Beweis wird mit vollstédndiger Induktion nach der Anzahl der Stellen von n gefiihrt.
Induktionsanfang: Die Zahl n sei einstellig. Zunéchst gilt Q(m + 1) < Q(m) + 1 fur alle m,
denn bei Addition von 1 zu einer natiirlichen Zahl wird genau eine ihrer Ziffern vergroBert

— und zwar um den Betrag 1 — , weil es von der Stelle dieser Ziffer aus keinen Ubertrag mehr

zur nichsthoheren Stelle gibt; je nach Auftreten von Ubertrigen konnen zugleich einige Ziffern
um 9 verringert werden.

Durch wiederholte Anwendung der Ungleichung erhalten wir fiir beliebiges einstelliges n sofort
Qm+n) < Qm+n—1)+1<Qm+n—2)+2<...<Q(m)+n=Qm)+Qn).

Induktionsschritt: Die Behauptung sei bereits fiir alle g-stelligen Zahlen n gezeigt. Es sei nun
n = 108 + b eine (g + 1)-stellige Zahl mit g-stelligem [ und einer Ziffer b. Weiterhin sei eine
Zahl m gegeben, die wir in der Form m = 10a 4 a mit einer Ziffer a schreiben.

Falls a + b <9 ist, haben wir
Q(m+n) = Q(10(a+p8)+(a+b)) = Q(a+B)+(a+b) < Q(a)+a+Q(8)+b = Q(m)+Q(n),

wobei wir die Induktionsannahme fiir 5 benutzen.
Andernfalls ist 10 < a + b < 18, und wir erhalten
Qm+n)=Q(10(a+F+1)+(a+b—-10)) =Q(a+ B+ 1)+ (a+b—10)
<Qa+ A +1+a+b—10< Q) +a+QB)+b—9
= Q(m) +Q(n) —9 < Q(m) + Q(n),

wobei wir diesmal neben der Induktionsannahme fiir 5 noch die Ungleichung aus dem Induk-
tionsanfang benutzt haben. Das beendet den Beweis.

511322 Losung 10 Punkte

Der Mittelpunkt der Strecke AB sei Q. Da AC und ! BD gleich lang sind, ist die Figur spie-
gelsymmetrisch zur Mittelsenkrechten der Strecke AB.

Abbildung L 511322

S S 1 1
Die Halbkreise iiber AB und C'D haben die Radien §|AB | bzw. §|CD\. Die Halbkreise iiber
- 1
AC und DB haben dann den Radius Z(‘AB‘ — |CDJ); der Radius des Kreises k betrigt

1
1(14B| + [cD)).

33



Der Flacheninhalt des Salinons ergibt sich aus der Summe der Flidcheninhalte der Halbkreise
iiber AB und C'D vermindert um die Flicheninhalte der Halbkreise iiber AC und DB:

Patinon = = |45 + I |1CD| _9.1 [AB| - |CD]
2 2\ 2 5 1

2
AB2 D 2
:f(wum++0DF—L—i~HAB*K“”‘Eli)
8 2 ’
1
= =+ 5 (ABP +2/4B]| - |CD| +|CDP)
m
= == (JAB| +|CD* .

Fiir den Flacheninhalt des Kreises k gilt:

2
o r (MBLEICDI)

T 2
= —(|AB CDl|)” .
= (|4B| + [CD))

FOlgllCh ist FSalinon = Fk

511323 Losung 10 Punkte

Fiir alle reellen Zahlen x und a gilt
(2* —za+a®) (x+a) =2° — ®a+ zd® + 2°a — 2a® + a® = 2° + o’

Die gegebene Gleichung ist daher dquivalent zu

2

(2* —za+d®) (v +a) = 2° — za + a’,

also (z+a—1) (2" —za+a®) =0.
Ein Produkt reeller Zahlen ist genau dann gleich 0, wenn mindestens einer der Faktoren gleich

0 ist.

Fall 1: x + a — 1 = 0. Dies ist dquivalent zu
r=1-—a.

Damit existiert fiir jedes reelle a genau eine Losung fiir diesen Fall, ndmlich die reelle
Zahl x =1 —a.

Fall 2: 2> — xa+a® = 0.
Es gilt

1 1
2 —za+ad* = 5 (2* + a?) —|—§(x—a)2 >0,

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn = = a = 0 ist.

Somit ist fiir @ = 0 genau die reelle Zahl z = 0 Loésung. Fiir a # 0 ergibt sich keine

weitere Losung.
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Zusammenfassung: Alle Losungen der gegebenen Gleichung sind

r=1—a fiir alle a # 0

bzw. =0 und z=1 fir a = 0.

Bemerkung: Die Probe, dass x = 1 —a fiir jedes reelle a Losung ist, kann entfallen, wenn (wie
in Fall 1 der obigen Losung) die Aquivalenz zum Verschwinden eines Faktors festgestellt wird
oder offensichtlich ist.

Ebenso kann die Prﬂobe, dass z = 0 fiir @ = 0 Losung ist, entfallen, wenn (wie in Fall 2 der
obigen Losung) die Aquivalenz des Gleichheitsfalles der Ungleichung zu x = a = 0 ausdriicklich
festgestellt wird.

511324 Losung 10 Punkte

Teil a) Fiir n = 1, also zwei Fechter, ist die Richtigkeit der Behauptung klar: Der Verlierer
des einzigen Kampfes wird zuerst interviewt, der Sieger danach.

2) = 6 Kéampfe ausgefithrt wurden, muss es
nach dem Schubfachprinzip einen Fechter geben, der mindestens zwei Kdampfe verloren hat.
Ihn moge die Reporterin als Ersten interviewen. Danach soll sie nach Aufgabenstellung noch
weitere zwei Interviews fiihren; dazu kann sie nach Wahl des Erstinterviewten zwei Kampfer
auswahlen, gegen die dieser verloren hat. Von ihnen wird wie beim Fall n = 1 derjenige zuerst
ausgewdhlt, der gegen den anderen im direkten Vergleich verloren hat, so dass der letzte
Interviewpartner tatséchlich gegen die beiden vor ihm gewonnen hat.

Fiir n = 2 gibt es vier Fechter. Da insgesamt (4

Teil b) Fiir n = 3 gibt es acht Fechter. Da insgesamt (2) = 28 Kampfe ausgefiihrt wurden,
muss es nach dem Schubfachprinzip einen Fechter geben, der mindestens vier Kémpfe verloren
hat. Thn moge die Reporterin als Ersten interviewen. Danach soll sie nach Aufgabenstellung
noch weitere drei Interviews fiihren; nach Wahl des Erstinterviewten kann man vier Kampfer
auswéhlen, gegen die dieser verloren hat und die also fiir die weiteren Interviews in Frage
kommen. Die Auswahl von drei Interviewpartnern aus vier Kdmpfern ist genau die Situation
fiir n = 2, von der wir nach Teil a) wissen, dass eine Auswahl moglich ist.

Dieses Prinzip fiithren wir allgemein fort:

Bei 2" Fechtern werden in dem Turnier (2; ) = %n_l) Kéampfe ausgefochten. Weil 2" — 1

fiir n > 1 eine ungerade Zahl ist, gibt es nach dem Schubfachprinzip einen Fechter, der gegen
mindestens % + % = 277! andere Turnierteilnehmer verloren hat. Dieser Fechter moge als
Erster interviewt werden. Dann gibt es 277! Teilnehmer, die man spéter interviewen kann,
ohne dass die Bedingung gegeniiber dem ersten Fechter verletzt wird und ohne dass es schon
irgendeine Beschrédnkung in der Auswahl ihrer Reihenfolge gibt. Das heifit, dass man die
Situation fiir ein um 1 kleineres n hat. Wenn man bereits weif}, dass es fiir diese Situation eine
Losung gibt, so ist der Beweis fiir n erbracht.

Mit dem beschriebenen Verfahren kann man nun also Schritt fiir Schritt zeigen, dass die
Aufgabe fiir n = 4 l6sbar ist, weil sie fiir n = 3 l6sbar ist; dann, dass sie fiir n = 5 16sbar ist,
weil sie fiir n = 4 l6sbar ist; dann, dass sie fiir n = 6, n = 7 usw. l6sbar ist; und somit ist sie
fiir jede beliebige positive ganze Zahl n losbar.
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2. Lésung:

Die (geordnete) Auswahl der zum Interview ausgewihlten Fechter wird im Folgenden stets
mit A bezeichnet.

Teil a) Fiir n = 1, also zwei Fechter, ist die Richtigkeit der Behauptung klar: Beide Fechter
gehoren zur Auswahl A, und der Verlierer des einzigen Kampfes ist der zuerst Interviewte.

Fiir n = 2 gibt es vier Fechter. Es wird ein beliebiger Fechter a ausgewéhlt. Da a dreimal
gekampft hat, hat er nach dem Schubfachprinzip entweder mindestens zweimal gesiegt oder
mindestens zweimal verloren. Es konnen also zwei Fechter b und ¢ gefunden werden, gegen die
a mit gleichem Ausgang gekdmpft hat. Man bildet die Auswahl A aus den drei Fechtern a, b
und c. Die Reihenfolge von b und ¢ wird dabei so festgelegt, dass der Verlierer des Kampfes
b gegen c zuerst gereiht wird. Hat a gegen b und ¢ verloren, erhélt er den ersten Platz in A,
anderenfalls den dritten (letzten). Damit ist die Forderung der Aufgabenstellung erfiillt.

Teil b) Fiir n = 3 gibt es acht Fechter. Es wird wieder ein beliebiger Fechter a ausgewihlt.
Dieser hat siebenmal gekdmpft und nach dem Schubfachprinzip mindestens viermal gewonnen
oder mindestens viermal verloren. Nach dem zuvor Gesagten kann aus diesen vier Fechtern eine
Auswahl A’ von drei Fechtern ausgewihlt werden, fiir die eine Reihenfolge entsprechend der
Aufgabenstellung festgelegt werden kann. Fiigt man a zu A’ hinzu, erhélt man eine Auswahl
A mit vier Fechtern.

Die Reihenfolge der Fechter in der Auswahl A’ ist bereits so festgelegt, dass die Forderungen
der Aufgabenstellung erfiillt sind. Hat nun a gegen alle Fechter aus A’ verloren, so erhélt er
den ersten Platz in A, anderenfalls hat er gegen alle Fechter aus A’ gesiegt und erhélt den
letzten Platz. Damit geniigt auch A den Forderungen der Aufgabenstellung.

Der letzte Schritt kann nun fiir n = 4 in gleicher Weise wiederholt werden, anschlieend fiir
n = 5 und so weiter. Allgemein gilt: Wenn man bereits weify, dass fiir ein gewisses n = k
immer eine Auswahl der geforderten Art gebildet werden kann, so kann man fiir n = k + 1,
also 28! Fechter, einen Fechter a auswihlen, und es gibt mindestens 2% Fechter, gegen die a
mit gleichem Ausgang gekdmpft hat. Aus diesen 2* Fechtern kann eine Auswahl A’ von k + 1
Fechtern mit der gewiinschten Eigenschaft ausgewéhlt werden. Die Auswahl A, die den Fechter
a und alle Fechter aus A’ enthélt, hat dann ebenfalls die geforderte Eigenschaft, weil a in A
entweder als Erster oder als Letzter platziert werden kann.

Damit ist gezeigt, dass fiir jede positive ganze Zahl n eine Auswahl A der geforderten Art
gebildet werden kann.

Bemerkung: Das Verfahren, eine Aussage fiir alle ganzen Zahlen n > ng zu zeigen, indem
man nachweist, dass erstens die Aussage fiir n = ng gilt und zweitens aus der Giiltigkeit der
Aussage fiir n = k stets ihre Giiltigkeit fiir n = k + 1 folgt, heilt vollstindige Induktion und
ist eines der wichtigsten Beweisprinzipien der Mathematik (vgl. auch die zweite Losung zu
Aufgabe 511321).
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Punktverteilungsvorschlige

Die Punktzahlen fiir die einzelnen Aufgaben sind verbindlich.

Die Einschétzung der Punktzahlen fiir einzelne Teilschritte einer Schiilerlosung (nach dem
MaBstab ,Verwendbarkeit des Teilschrittes in einem zum Ziel fithrenden Losungsweg®) liegt
beim Korrektor; die folgenden Aufteilungen sind moglicherweise dem Vorgehen in einer
Schiilerlosung anzupassen und konnen in diesem Sinne gelegentlich abgeéndert werden.

Aufgabe 511321 Insgesamt: 10 Punkte
Bei einem Vorgehen vergleichbar der 1. Lisung:

Ansatz mittels Zifferndarstellungen firmund n ......... ... ... . 2 Punkte
Riickfithrung der Zifferndarstellung fiir m + n auf die Summanden ................ 5 Punkte
Auswertung fiir Quersummen und Schluss auf Ergebnis .................... ... ... 3 Punkte

Bei einem Vorgehen analog der 2. Lésung:
Geeigneter Induktionsansatz (z.B. Induktion nach Stellenzahl eines

SUMMANAEIL) ..ttt e e e 2 Punkte
Induktionsanfang . ......... . 2 Punkte
Induktionsschritt und Schluss auf Behauptung ............. ... ... ... .. ... 6 Punkte
Aufgabe 511322 Insgesamt: 10 Punkte
Riickfiihrung der Kreisradien oder -durchmesser auf zwei geeignete Parameter . . .. .. 3 Punkte
Darstellung des Salinon-Flacheninhalts .......... ... ... .. . ... ... ... ... 5 Punkte
Darstellung des Kreisflicheninhalts und Schluss auf Behauptung .................. 2 Punkte
Aufgabe 511323 Insgesamt: 10 Punkte
Ansatz mittels einer geeigneten algebraischen Identitdt wie der ersten Glei-

chung im Losungsvorschlag ... ... . 2 Punkte
Untersuchung aller auftretenden Falle ........ ... ... ... ... . . ... ... 4 Punkte
Durchgingiges Beachten von Aquivalenzumformungen, oder aber Probe fiir

alle gefundenen Losungen ............ . 2 Punkte
Zusammenfassende Angabe der Losungen in der vom Aufgabentext geforderten
parameterabhingigen Form ........ . .. 2 Punkte
Aufgabe 511324 Insgesamt: 10 Punkte
Fillen=1,n=2 (Tell a) ... oo 3 Punkte
Verallgemeinerbare Untersuchung des Fallesn =3 ........ ... ... ... ... .. ... 2 Punkte
Darstellung der Fortfithrung einer Losung von n auf n + 1 oder Riickfithrung

des Falles n+ 1 auf n ... 4 Punkte
Schluss auf Giiltigkeit fiir beliebiges n ....... ... 1 Punkt
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